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Resumen

Algoritmos para el Problema de Minimizacién del Ancho
de Banda Ciclico en Grafos Generales

por

Hillel Romero Monsivais
Maestro en Ciencias del Laboratorio de Tecnologias de Informacién, CINVESTAV-Tamaulipas
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, 2012
Dr. Eduardo Arturo Rodriguez Tello, Director

El problema de Minimizacién del Ancho de Banda Ciclico (MABC) es un problema de grafos
embebidos. Este fue establecido por Leung et al. (1984) en relacién al disefio de una red tipo anillo.
Su proposito era encontrar una disposicién dentro del ciclo para un conjunto de computadoras V'
con un patron de comunicacién conocido, dado por el grafo G(V, E), de manera que cada mensaje
enviado llegara a su destino en maximo k pasos. El problema de MABC surge también en otras
areas de aplicacion como el disefio de circuitos VLSI, la representacion de estructuras de datos, el
disefio de codigo y las redes de interconexién para sistemas de cémputo paralelo. Como es el caso
de muchos problemas de grafos embebidos, fue demostrado que encontrar el ancho de banda ciclico
es NP-completo para grafos generales. Actualmente existen reportados estudios que abarcan sus
propiedad basicas, limites tedricos y comparativas con otros problemas de etiquetado de grafos. Sin
embargo, existe la necesidad de desarrollar algoritmos eficientes que permitan resolver este problema
para el caso de grafos generales.

En este trabajo de tesis se presenta un algoritmo exacto de Ramificaciéon y Poda y uno de
tipo metaheuristico que implementa Busqueda Tabi para el problema de MABC. Sus componentes
principales fueron disefiados cuidadosamente después de un analisis profundo del problema planteado.
La eficiencia de estos algoritmos fue evaluada mediante un proceso de experimentacién con 78 grafos,
provenientes de cuatro conjuntos distintos. Se llevé a cabo una etapa de sintonizacién de parametros
para el algoritmo metaheuristico mediante pruebas de interaccion combinatoria utilizando arreglos de

cobertura (covering arrays). Los resultados muestran que el algoritmo exacto propuesto llega al limite



inferior teérico de los grafos de orden n < 35 en un tiempo de cémputo razonable. Este enfoque
pudo resolver de manera exacta el 53.84 % de todas las instancias empleando un limite maximo de
36 horas de CPU. El algoritmo metaheuristico fue capaz de resolver grafos atin mas grandes y en un
menor tiempo, mejorando la cota de 30 instancias con respecto a las encontradas por el algoritmo

exacto propuesto.



Abstract

Algorithms for the Cyclic Bandwidth Problem for Graphs
by

Hillel Romero Monsivais
Master of Science from the Information Technology Laboratory, CINVESTAV-Tamaulipas
Research Center for Advanced Study from the National Polytechnic Institute, 2012
Dr. Eduardo Arturo Rodriguez Tello, Advisor

The Cyclic Bandwidth problem is a graph embedding problem. It was first stated by Leung et
al. in 1984 in relation with the design of a ring interconnection network. Their aim was to find an
arrangement on a cycle for a set V' of computers with a known communication pattern, given by the
graph G(V, E), in such a way that every message sent can arrive at its destination in at most & steps.
The Cyclic Bandwidth problem arises also in other important application areas like VLSI designs, data
structure representations, code design and interconnection networks for parallel computer systems.
As is the case with many graph embedding problems, it was demonstrated that finding the cyclic
bandwidth is NP-complete for general graphs. At present there are studies about their properties,
theoretical limits and comparatives with other labeling problems. However, it is necessary to create
efective algorithms that solve this problem for general graphs.

In this thesis work an exact Branch and Bound and a metaheuristic Taba Search algorithms
for the CB problem are introduced. Its key components were carefully devised after an in-depth
analysis of the given problem. The practical effectiveness of these algorithms are assessed through
extensive experimentation over 78 graphs, of four different kinds. The parameter tuning process, for
the metaheuristic algorithm was performed by employing a technique know as combinatorial intection
testing that uses covering arrays. The results show that the proposed exact algorithm attains the lower
bounds for graphs with order n < 35 expending a reasonable computational time. This approach
was able to solve exactly the 53.84 % of all instances using a maximum of 36 CPU hours. The
metaheuristic algorithm was able to solve even larger graphs and in less time, improving the bounds

of 30 instances with respect to those produced by the proposed exact algorithm.

xi






Nomenclatura

TG Teoria de Grafos

PEG Problemas de Etiquetado de Grafos
POC Problemas de Optimizacion Combinatoria
MABC Minimizacién de Ancho de Banda Ciclico
ABC Ancho de Banda Ciclico

MAB Minimizacién de Ancho de Banda

AB Ancho de Banda

RP Ramificacion y Poda

BT Basqueda Taba

MCA  Mixed Level Covering Array






Introduccién

En los altimos afios se han realizado estudios sobre la estrecha relacion que existe entre la Teoria
de Grafos (TG) y las ciencias computacionales. Dichos estudios han ayudado de manera significativa
al desarrollo de ambas disciplinas, y se ha llegado a concluir que muchos de los problemas de la TG
pueden ser resueltos usando técnicas computacionales. Los problemas de etiquetado de grafos son

un claro ejemplo de ello.

En esta investigacién se trabaja con un problema de etiquetado de grafos conocido como
Minimizacién del Ancho de Banda Ciclico (MABC), el cual puede ser subclasificado como un problema
de grafos embebidos. Aqui se presenta un algoritmo de tipo exacto y un algoritmo metaheuristico

los cuales trabajan sobre grafos generales.

En este capitulo se mencionan de algunos aspectos que anteceden al problema de MABC, la

motivaciéon que impulsé a esta investigacién y los objetivos que se plantearon para ella.



2 1.1. Antecedentes

1.1 Antecedentes

En las ciencias computacionales, especificamente en el area de TG, el etiquetado de un grafo
contempla a un conjunto de unidades representadas por nodos, a un conjunto de etiquetas que son los
posibles nombres de los nodos y a un modelo compatible, conformado por los conjuntos ordenados de
unidades y de pares unidad-etiqueta. Este modelo compatible es conocido como modelo del mundo.
El problema reside en encontrar una etiqueta para cada unidad de manera que el conjunto resultante
de pares unidad-etiqueta sea consistente con las restricciones del modelo del mundo (Haralick y
Shapiro, 1979).

Los Problemas de Etiquetado de Grafos (PEG) involucran a la vez a subconjuntos de problemas
especificos presentes en la TG, como lo son: grafos isomérficos (Ullmann, 1976), coloreo de grafos
(Harary, 1969), empaquetamiento de grafos (Deutsch, 1966), grafos embebidos (Chinn et al., 1982),
entre otros.

El problema de un grafo embebido consiste en que: a partir de un grafo anfitrién H y un grafo
huésped G, ambos de orden n, cada nodo de GG debe ser mapeando biyectivamente a H para que
tome la forma del anfitrién y quede embebido. De esta manera, el grafo anfitrién determinara las
distancias entre los nodos del grafo huésped sin alterar su adyacencia. En su forma mas simple se
puede considerar a un grafo de tipo camino P, como anfitrién, lo que da origen al problema de
Minimizacion del Ancho de Banda (MAB) (Chung, 1988). También se puede considerar como grafo
anfitrién a alguno de tipo ciclo C,, o malla P, x P,. El problema de Minimizacién del Ancho de
Banda Ciclico (MABC) consiste en embeber un grafo huésped dentro de un ciclo C;,, de manera
que sea minimizada la distancia maxima entre las etiquetas de los nodos adyacentes (Leung et al.,
1984).

Es bien conocido que los PEG pueden ser formulados como Problemas de Optimizacion
Combinatoria (POC), los cuales se enfocan en encontrar la mejor solucién existente mediante la

minimizacién o maximizacién de cierta funcién de costo (funcién objetivo). Como las variables que



1. Introduccién 3

intervienen en estos problemas son discretas, el dominio esta restringido a un conjunto finito de
soluciones (Nemhauser y Wolsey, 1988). Sin embargo, esto no significa que el conjunto sea pequefio,
por lo que se han desarrollado técnicas especiales para tratar este tipo de problemas. En los altimos
afios ha habido un crecimiento considerable en el desarrollo de estas técnicas sobre todo después de
que muchas situaciones practicas de la vida cotidiana fueron definidas como grafos. Los primeros
métodos reportados en la literatura para resolver estos problemas datan de los afios 1960, y a partir
de ese momento muchos algoritmos exactos y metaheuristicos se han desarrollado (Gallian, 1998).

De acuerdo con la definicién de Woeginger (2003), los algoritmos exactos son aquellos que
siempre encuentran una solucién 6ptima gracias a que implementan técnicas que exploran de manera
sistematica todo el espacio de basqueda. Debido a esto, uno de sus objetivos primordiales es la
reducciéon en lo posible del tiempo de ejecucion. Por otro lado, existen métodos en donde se
buscan soluciones de la misma calidad pero usando un tiempo ain menor, explorando solamente
ciertas areas potenciales del espacio de busqueda. Estos son denominados algoritmos aproximados
o metaheuristicos y son definidos por Blum y Roli (2003) como un proceso de generacién iterativa
que guia una heuristica subordinada. Este combina de forma inteligente distintos conceptos para
la exploracién del espacio de biasqueda, y utilizan estrategias de aprendizaje para estructurar la
informacién con el fin de encontrar de manera eficiente soluciones cercanas a la 6ptima.

En esta tesis se proponen 1) un algoritmo exacto basado en la técnica de Ramificacién y Poda
(RP) y 2) un algoritmo metaheuristico que implementa Busqueda Taba (BT) para dar solucién al

problema de MABC en grafos generales.

1.2 Motivacion

El estudio del problema de MABC ha mostrado ser una area de oportunidad muy grande, pues
a pesar de su importancia tanto tedrica como practica, se ha avanzado muy poco en torno a su

solucién.



4 1.2. Motivacion

Para el problema de minimizacién del ancho de banda (similar a nuestro problema pero utilizando
un grafo tipo camino como anfitrién), se han desarrollado una amplia gama de algoritmos que incluyen
algunos de tipo exacto como el de programacién dinamica propuesto por Gurari y Sudborough (1984),
o el planteado por Del Corso y Manzini (1999) quienes usan el método de ramificacién y poda con una
estrategia de busqueda primero en profundidad. También, se han desarrollado algoritmos aproximados
como el de busqueda taba (Marti et al., 2001), algoritmos genéticos (Lim et al., 2003) o recocido
simulado (Rodriguez-Tello et al., 2008). Estos algoritmos han permitido resolver grafos de tipo malla
(Pintea et al., 2010) y arboles (Gupta, 2000) por nombrar algunos. Sin embargo, para el problema de
MABC solo se han aportado estudios teéricos que abarcan sus propiedades basicas y su complejidad
computacional (Lin, 1994). Ademas, se han establecido ciertos limites teéricos (Lin, 1997) y se han
realizado comparativas con otros PEG (Jinjiang y Sanming, 1995). Por lo tanto, existe la necesidad

de desarrollar algoritmos que permitan resolver eficientemente este problema®.

Otro aspecto importante que impulsa a este trabajo es que el conocimiento adquirido podria
ser aplicado para resolver otros problemas de etiquetado de grafos, como el de maximizacién del

antibandwidth ciclico (Leung et al., 1984).

Por altimo, existe una serie de aplicaciones practicas que podrian resolverse encontrando
soluciones de buena calidad para el problema de MABC en grafos generales. Entre dichas aplicaciones
esta la de encontrar la configuracién de un conjunto de computadoras sobre una red tipo anillo para
que el envio de mensajes entre ellas se realize en maximo k pasos. También, la solucién podria
aplicarse en el disefio de tarjetas cilindricas que incluyen circuitos integrados VLSI (Chung, 1988) o

en el mejor manejo de estructuras de datos circulares (Lam et al., 2002).

1En este caso un algoritmo eficiente es aquel que entrega soluciones de buena calidad (subéptimas) en un tiempo
razonable.
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1.3 Objetivos de la tesis

1.3.1 Objetivo general

Para formalizar esta investigacion se establecié un objetivo general con el fin de enfocar los
esfuerzos y concluir con satisfaccién el trabajo de tesis. El objetivo fue resolver el problema de
MABC para grafos generales de manera eficiente mediante la implementacién de dos enfoques: un

algoritmo exacto y un algoritmo aproximado de tipo metaheuristico.

1.3.2 Objetivos especificos

Los objetivos particulares para este trabajo de investigacién son:

= Estudiar técnicas reportadas en la literatura que dan solucién a problemas de etiquetado de

grafos.
= Analizar las caracteristicas del problema de MABC.

» Desarrollar un algoritmo exacto que encuentre la solucién éptima para el problema de MABC

en grafos menores a n < 40.

= Implementar un algoritmo metaheuristico para resolver, el caso general, del problema de MABC

en grafos de orden n > 40.

= Llevar acabo una etapa de sintonizacién de parametros para el algoritmo metaheuristico con

la finalidad de mejorar su desempefio y obtener resultados de mejor calidad.

1.4 Organizacion de la tesis

El resto de la tesis esta formada por cuatro capitulos mas, los cuales abordan toda la investigacion

e implementaciones realizadas, asi como los resulados obtenidos. A continuacién se presenta una breve



1.4. Organizacién de la tesis

descripcién del contenido de cada uno de ellos.

Capitulo 2. Presenta algunos conceptos basicos para introducir de manera formal el problema
de MABC. También, detalla su complejidad computacional y muestra una resefia del trabajo
previamente reportado en la literatura, la cual incluye limites tedricos establecidos para el

problema bajo estudio.

Capitulo 3. Describe los enfoques de solucién propuestos para el problema de MABC. Para
ambos casos se detallan sus componentes de manera especifica y también se explica cémo

trabajan de manera conjunta dentro del algoritmo.

Capitulo 4. Expone la etapa de sintonizacién de parametros del algoritmo metaheuristico,
asi como la etapa de experimentacién final de esta investigacion. Para esto se presentan las
instancias de prueba utilizadas y los criterios de comparacién considerados. Ademas, se muestra

un analisis de los resultados obtenidos por ambos enfoques.

Capitulo 5. Tiene como fin presentar las conclusiones a las que se llegé con este trabajo de

investigaciéon. También, se abordan algunas posibilidades para trabajo futuro
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En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos los cuales ayudan a introducir de manera
formal el problema de MABC. Se muestra mediante un ejemplo el problema de embeber un grafo en
un ciclo. Se describe la complejidad computacional que tiene el encontrar el ancho de banda ciclico
6ptimo para un grafo general. Por altimo, se resume brevemente el trabajo reportado en la literatura

incluyendo algunos limites teéricos.

2.1 Definiciéon formal del problema de MABC

La Teoria de Grafos (TG) tuvo su origen en 1736 con el trabajo de Leonhard Euler, en donde
se expuso el problema de los puentes de Kénigsberg. El problema plantea a una ciudad que esta
dividida en cuatro regiones (representadas por los nodos) a causa de un rio, y dichos lugares estan
conectados por siete puentes (representados por los arcos) como se puede ver en la Figura 2.1. El
objetivo es encontrar una ruta para recorrer a pie toda la ciudad, pasando solamente una vez por

cada puente y terminando en el mismo lugar. Esto dio pie a la primera nocién del grafo.
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Figura 2.1: Grafo que presenta el problema de los puentes de Konigsberg.

Haciendo un analisis detallado de la TG, es notorio que existe una gran diversidad de problemas
especificos entre los que se encuentran los PEG. Un subconjunto particular de estos, es el de embeber
un grafo dentro de otro. El problema de MABC estudiado en esta tesis, pertenece justamente a esta
categoria.

Antes de definir formalmente el problema de MABC, se presentan algunos conceptos que nos

ayudaran a entender claramente el problema bajo estudio.

Definicién 2.1 (Etiquetado de un grafo.) Un etiquetado de un grafo G = (V, E) de orden n
es una funcién biyectiva de la forma ¢ =V — {1,2,3,..,n}, que a cada nodo del grafo asocia
un ndmero entero distinto entre 1 y n. En lo sucesivo se utilizara la notacién p(u) para designar la

etiqueta de un nodo wu.

Definicion 2.2 (Problema de grafos embebidos.) Sea G = (V, E) un grafo huesped finito no
dirigido, donde V' (V| = n) define el conjunto de nodos y E CV x V = {{u,v} | u,v € V} el
conjunto de arcos (|E| = m). Sea H = (V', E') un grafo anfitrién con las mismas caracteristicas que
el grafo huesped. Embeber G en H consiste en una funcion biyectiva ¢ =V — V' (un etiquetado)
que a cada nodo del grafo G asocia un nodo distinto del grafo H, y en donde |p(u) — p(v)| denota

la distancia entre los nodos u,v € V.
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De la forma mas simple se puede considerar a un grafo camino P, como anfitrién H, dando lugar

al problema de Minimizacién del Ancho de Banda (MAB).

Definicién 2.3 (Ancho de banda.) Sea G = (V| E) un grafo huésped y P, = (V', E') un grafo
anfitrion tipo camino, ambos no dirigidos y de orden n; y sea ¢ una funcién biyectiva de la forma
o0 =V — V' El ancho de banda AB de G es la distancia mas grande que existe en P, para un par

de nodos adyacentes. Formalmente puede definirse de la siguiente manera:

Bp(G,¢) = mix {[o(u) — ¢(v)|} (2.1)

{uv}eFE

Definicion 2.4 (Problema de MAB.) Sea G = (V, E) un grafo huésped y P, = (V',E’) un
grafo anfitrién tipo camino, ambos no dirigidos y de orden n. El problema consiste en encontrar un

etiquetado p* para el cual el ancho de banda, denotado por Bp(G, ¢*), sea minimo:

Bp(G, ") = min{Bp(G, ) | ¢ € £}, (22)

donde £ es el conjunto de todos los etiquetados posibles.

Este problema es equivalente a encontrar un arreglo lineal de los nodos de un grafo, de manera
que la separaciéon maxima que exista entre dos nodos conectados sea minima. La separacién entre
dos nodos esta determinada por el namero de nodos entre ellos.

En la Figura 2.2(a) se muestra el grafo Petersen® el cual estd formado por n = 10 nodos
etiquetados con un namero en su interior, y en donde se denota el valor del ancho de banda de
cada arco®. La Figura 2.2(b) muestra como cada nodo de dicho grafo queda transpuesto en un
grafo camino P,, de manera que queda embebido generando con este etiquetado un ancho de banda

BP(G7 @) =09

1Grafo ampliamente utilizando en la literatura como instancia de prueba, introducido por Julius Peter Christian
Petersen en 1898.
2En lo sucesivo se utilizara esta representacién para indicar el etiquetado de un nodo y el valor de un arco.
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(a) Grafo huésped. Bp(G) =9

(b) Grafo anfitrién (H) tipo camino

Figura 2.2: Ejemplo de un grafo embebido dentro de un anfitrién tipo camino.

Otro tipo de grafo a considerar como anfitrién H podrian ser los ciclos C,,. Esto da origen al
problema de Minimizacién del Ancho de Banda Ciclico (MABC), el cual es objeto de estudio en esta

tesis.

Definicion 2.5 (Ancho de banda ciclico.) Sea G = (V, E) un grafo huésped y C,, = (V', E')
un grafo anfitrién tipo ciclo, ambos no dirigidos y de orden n; y sea p una funcién biyectiva de la
forma ¢ =V — V'. El ancho de banda ciclico ABC' de G es la distancia mas grande medida en C,,

entre cada par de nodos adyacentes. Formalmente puede definirse de la siguiente manera:



2. Estado del arte 11

Bo(G,p) = mdx {[o(u) = @(v)]a}, (2:3)

{u,v}eFE
donde |x|, = min{|z|,n — |z|} para 1 < |z| < n — 1, y es nombrada distancia ciclica. Para un

nodo u su ancho de banda ciclico estara determinado por el arco adyacente a la con mayor distancia

ciclica.

Be(u, ) = méx {|p(u) — ()] | v e N(u)}, (2.4)

{u,v}eFE

donde N (u) son los nodos adyacentes a u en el grafo G.

Definicion 2.6 (Problema de MABC.) Sea G = (V, E) un grafo huésped y C,, = (V', E’) un
grafo anfitrién tipo ciclo, ambos no dirigidos y de orden n; y sea v una funcién biyectiva de la forma
o =V — V'. El problema de MABC consiste en encontrar un etiquetado o* para el cual el costo

del ABC, sea minimo:

Be(G, ") = min{Be(G, @) | ¢ € £}, (2.5)
donde £ es el conjunto de todos los etiquetados posibles.

El problema de MABC fue introducido por Leung et al. (1984) como una variante del problema
de MAB por las caracteristicas que ambos presentan, demostrando que de igual forma pertenece a
la clase NP-completo. Es importante mencionar que el tamafio de su espacio de basqueda es @
para un grafo de n nodos, y ya que el etiquetado de un grafo (solucién ¢) puede ser visto como una
permutacion de nameros, es evidente que el problema es altamente combinatorio.

En la Figura 2.3 se puede apreciar cémo queda embebido un grafo huesped dentro de un ciclo. La
Figura 2.3(a) muestra nuevamente el grafo Petersen y la Figura 2.3(b) muestra como queda embebido

dentro del ciclo, generando con ese etiquetado ¢ un ancho de banda ciclico B¢ (G, ¢) = 3.

Una situacién practica en donde se encuentra presente este problema es en la interconexién de
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(b) Grafo ciclo anfitrién (H)

Figura 2.3: Ejemplo de un grafo embebido dentro de un anfitrién tipo ciclo.
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redes tipo anillo, en donde un conjunto de computadoras V' muestra un patrén de comunicacion
establecido por el grafo G(V, E), y en donde {u,v} € E establece el enlace que existe entre la
computadora u y la v. El objetivo es encontrar un arreglo de estas computadoras, dentro del anillo,

de manera que cada mensaje enviado llegue a su destino en maximo k pasos.

2.2 Complejidad computacional

Existen dos areas importantes que han impulsado el desarrollo de las ciencias computacionales:
la teoria de la computacion y el disefio de algoritmos. En la teoria de la computacién, la complejidad
computacional estudia los recursos requeridos para resolver un problema respecto al tiempo® y al
espacio?; de esta manera los problemas puede ser clasificados segiin su complejidad (Dasgupta et
al., 2008).

A la clase P la conforman aquellos problemas de decisién que pueden ser resueltos en tiempo
polinomial por una maquina determinista, es decir, aquellos para los cuales existe a lo sumo una
posible ejecucién de cada par estado-simbolo. La clase NP contiene aquellos problemas cuya solucién
puede ser verificada en tiempo polinimial pero no pueden ser resueltos por una maquina determinista
en ese tiempo. Dentro de esta clasificacién se encuentra la clase NP-completo, que es el conjunto
de problemas mas dificiles de ese grupo (Cook, 2000).

Para demostrar que un problema pertenece a la clase NP-completo el teorema de Cook (1971)
dice que es necesario que este pertenezca a la clase NP, y que todo problema de esta clase pueda ser
reducido al problema en cuestién utilizando una transformacién polinémica. Algunos problemas de
este tipo ampliamente conocidos son el problema del agente viajero (Biggs et al., 1976), el problema
de satisfactibilidad (Cook, 1971) y el problema del clique (Luce y Perry, 1949); los cuales hasta
el momento permanecen sin ser resueltos en tiempo polinomial y se sospecha fuertemente que tal

solucién no existe.

3Una aproximacién al nimero y tipo de pasos de ejecucién de un algoritmo para resolver un problema.
#Una aproximacién a la cantidad de memoria utilizada para resolver el problema.
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Leung et al. (1984) demostraron que el problema de MABC pertenece a la clase NP haciendo la
reduccion del problema de /a 3-particién a este, para el caso donde la distancia ciclica del grafo es

como maximo k = 2.

El problema de la 3-particién es un problema NP-completo (Garey y Johnson, 1989), y se define
formalmente de |a siguiente manera: Dado un entero positivo b y un conjunto de 3m enteros positivos
A ={ay, a9, ...,a3,} tal que fol a; =mby que b/4 < a; < b/2 para cada 1 < j < 3m, jExiste
una particion de A en m conjuntos disjuntos A;, As, ..., A,, tal que ZajeAi a; = b para cada
1 < i < m? (Note que las limitaciones en a; implican que cada A; debe contar con exactamente
tres elementos de A). Ya que el problema de la 3-particién en un sentido estricto es NP-completo
(Garey y Johnson, 1989), se puede asumir que el tamafio de los enteros en A esta acotado por una

funcién polinomial de la cardinalidad de A.

Dada una instancia particular A = {ay, as, ..., a3, } y el entero positivo b, para el problema de
la 3-particién, es posible construir un grafo G = (V, E) de la siguiente manera: (1) un ciclo con
m(b+1)+1 nodos, (2) subgrafos colocados en lugares apropiados del ciclo y (3) 3m cadenas tal que
la j-ésima cadena tenga exactamente a; nodos. Este grafo estara formado por n = 2m(b+ 1) + 2

nodos, lo que permite su construccién en tiempo polinomial.

Leung et al. (1984) demostraron que A tiene una particion A;, As, ..., A, si y solo si G tiene
una disposicion (/ayout) circular con ancho de banda ciclico no mayor a k& = 2. Los autores finalizan
indicando que es facil modificar este procedimiento para demostrar que el problema de MABC es

NP-completo para el caso donde la distancia ciclica del grafo es k > 2.

De igual forma Lin (1994) realiz6 una reduccién del problema de MAB al de MABC para demostrar

la NP-completez de este altimo, obviando que ya pertenecia a la clase NP.
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2.3 Meétodos de resolucion del problema de MABC

La mayor parte del trabajo realizado sobre el problema de MABC esta enfocado en estudios
tedricos, los cuales han aportado informacién sobre las caracteristicas del problema y su similitud con
otros PEG. Ademas, se han establecido limites teéricos a partir de ciertas propiedades para grafos

muy especificos.

Lin (1994) haciendo uso del trabajo previamente realizado sobre el problema de MAB (Bhatt
y Leighton, 1984), propone una férmula que calcula el limite inferior de arboles en general en
términos de su diametro®. En su trabajo plantea que los arcos que pertenecen al grafo anfitrién
se pueden clasificar en arcos excedidos y arcos normales permitiendo la existencia de huecos en
los grafos. Basicamente con esta propiedad demuestra que su ecuacién da resultados correctos,
permitiendo asi mismo obtener el limite inferior de grafos oruga y estrellas de dos dimensiones. En
su siguiente trabajo, Lin (1997) hizo un estudio sobre los grafos anfitriones caminos P, y ciclos C,,,
estableciendo los requisitos minimos que debe cumplir un grafo G para que Bo(G, ¢) = Bp(G, )y
Be(G,p) = %BP(G,@). Esto significa que, si tenemos una aproximacién u para el ancho de banda
ciclico, entonces contamos con una aproximacién 2y para el ancho de banda. Considerando este
aspecto, las propiedades de los arcos y el didmetro del grafo nuevamente establece limites tedricos

para los grafos planares, grafos circularmente simétricos y arboles en general.

Otro trabajo relevante fue el realizado por Hromkovi¢ et al. (1992), en donde comprueban de
manera matematica que todos los grafos que cumplan con ciertas condiciones pueden generar el
mismo valor de ancho de banda como de ancho banda ciclico. Las condiciones que establecieron
estan presentes en los hipercubos, arboles de malla, arboles, mallas y piramides. Ese mismo estudio
les ayud6 a establecer limites inferiores para arboles completos, hipercubos de n-dimensiones y mallas

de 2 y 3 dimensiones.

5El diametro d de un grafo es la distancia mas grande que existe entre cualquier par de nodos. La distancia entre
ellos estad determinada por el recorrido con el menor namero de arcos.
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Tiempo después Zhou (2000) propuso un método sistematico basado en una idea de Chvatal
(1970) que permitié calcular limites teéricos de un grafo para el problema de MABC y de MAB a
partir de los grados y de la excentricidad® que este presenta. La idea consiste en que gracias a que
estos parametros poseen una propiedad de monotonia, es posible relajar la condicién que embebe al

grafo GG en el grafo anfitrién permitiendo el calculo de una cota inferior.

2.3.1 Limites tedricos para grafos especiales

Existe una cota superior obvia establecida por Lin (1994), la cual puede aplicarse a cualquier tipo
de grafo, Bo(G, p) = EJ Sin embargo, en la literatura también se encuentran reportados limites

inferiores para ciertos tipos particulares de grafos. A continuacién, se detallan los mas importantes.

2.3.1.1. Grafos planares

Un grafo planar es aquel que puede ser incrustado en un plano sin que sus arcos se intersecten,
es decir, que puede ser dibujado sin que ninguno de sus arcos se cruce. El calculo del limite inferior

para este tipo de grafo particular es introducido por Lin (1997), estableciendo la siguiente ecuacién:

Bo(G,p) = m | (26)

donde m es el namero de arcos en el grafo.

6La excentricidad de un nodo es la distancia mas grande que existe, considerando siempre el camino mas corto,
entre ese nodo y todos los demas presentes en el grafo.
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Figura 2.4: Grafo planar. Bo(G, ¢) = 2.

Un ejemplo de esto se puede observar en la Figura 2.4 la cual muestra el etiquetado éptimo que

cumple con la cota Bo (G, p) = [g—‘ = 2.

2.3.1.2. Grafos oruga

Un grafo oruga es aquel arbol que tiene todos sus nodos a distancia unitaria respecto a su
columna central, de manera que si eliminamos todos sus nodos hoja tendremos un grafo camino.
Esto se puede definir formalmente de la siguiente manera: Sea GGy, Gs, G3, ..., G, una secuencia de
grafos estrella con diametro d = 2 (columna central del grafo), donde |V;| = n; > 3 denota el orden
de G;. Cuando |i — j| = 1, G;N G, contiene un arco en comin; cuando |i — j| = 2, G; NG, contiene
un nodo en comin y cuando |i — j| > 2, G;NG; = @. Al arbol G = G1 UG, UG5 U ... UG, se le

conoce como grafo oruga. La Ecuacién 2.7 (Lin, 1994) permite calcular su Bo(G, ¢) minimo.
Be(Go) = max |1 (2.7)
’ 1<i<j<s | j—i+ 2| '
donde G;; = G; UG;11 U...UG,;_1 UG; y n;; = |Vi;]. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo de

este de grafo con su etiquetado éptimo.
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El etiquetado que se muestra en el grafo genera el valor maximo para la Ecuacién 2.7 en i = 1

y j = 2. Por lo tanto, el limite tedrico para ese grafo es de Bo(G, ) = ’728;12—‘ = 3. Los célculos

necesarios para llegar a este resultado se pueden observar en la Tabla 2.1.

J J
i 1 2 3 4 i 1 2 3 4
1 5 — - = 1 2 — - —
2 8 5 — - 2 3 2 — -
3 13 10 7 — 3 3 3 3 —
4 16 13 10 5 4 3 3 3 2

(a) Valor de n;; para cada subgrafo G;;

Z . ij—1
(b) Calculo de la ecuacién L’.”HQ-‘ para cada

subgrafo G;;

Tabla 2.1: Informacién necesaria para calcular el limite tedrico del grafo oruga de la Figura 2.5.

2.3.1.3. Estrellas de dos capas

En una de sus investigaciones Lin (1989) describe un grafo especial tipo arbol el cual nombra
estrella de dos capas. Este se puede definir formalmente de la siguiente manera: Sea G un arbol
con un nodo raiz vy (nivel cero), donde vy, v, vs,...,v5 son los nodos hijos de vy (nivel uno), y

donde v;1, Vs, Uss, .., Uik, son los hijos de v; (nivel dos). Y sean Gy, Gy, Gs, ..., G5 una secuencia de
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subgrafos estrella donde |V;| = n; > 3ymnyg=s+1. Paral <i<s, VoNV;, = {vy,v;}; para
1<i<yj<s, VinV;={uv}, donde v; es el centro de G;. Al arbol G = Go UG UG, U ... UG,

se le llama estrella de dos capas (ver Figura 2.6).

Figura 2.6: Grafo estrella de dos dimensiones. B (G, ¢) = 4.

Afios mas tarde el mismo establece la Ecuacién 2.8 para poder calcular su limite inferior (Lin,

. p n; —1 p ng; — 1 n—1

donde 1 < i < sy Gy = GoUG;,ng = |Vo;|. En la Figura 2.6 se puede observar el

1994).

etiquetado 6ptimo del grafo, el cual produce el valor maximo para la Ecuacién 2.8. Para la

primera parte (méxo<i<s (”17_1“ el valor maximo se obtiene en i = 3, y para la segunda parte

(méx;<i<s [2=1]) en i = 2. Por lo tanto, la ecuacién queda de la siguiente manera: Bc (G, ¢) =
méx{ {%W, {S—;W, {%W } = max {3, 3,4} = 4. Los calculos completos se pueden observar en

la Tabla 2.2.
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o 1 2 3 4
n; 5 4 5 6 3
[2i=L] 2 2 2 3 1
no; 7 8 9 6
o=t 2 3 3 2

Tabla 2.2: Informacién necesaria para calcular el limite tedrico del grafo de la Figura 2.6.

2.3.1.4. Arboles completos

Un arbol s-ario completo de h-niveles, es un grafo tipo arbol que cuenta con h niveles, y en
donde todo sus nodos tienen exactamente s hojas. La Férmula 2.9 establecida por Hromkovi¢ et al.

(1992) ayuda a calcular el limite inferior de este tipo de grafos.

(2.9)

Bo(G,¢) = [ A~ 1) W

20— )(h— 1)

Un éarbol 2-ario (binario) completo de h = 3 niveles se muestra en la Figura 2.7. El etiquedo

que presenta este grafo genera un ancho de banda ciclico similar al que se obtiene con la ecuacién

anterior, Bo(G, @) = [%—‘ -9

Figura 2.7: Arbol 2-ario (binario) completo de h = 3 niveles y B¢ (G, @) = 2.
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2.3.1.5. Hipercubos

El limite inferior para los hipercubos fue establecido por Hromkovic¢ et al. (1992). La Ecuacién

2.10 ayuda a calcular esta cota considerando el nimero de dimensiones f del grafo.

::: (Lk];2J> (2.10)

En la Figura 2.8 se muestra un hipercubo de 2 dimensiones con su etiqueado éptimo, el cual

cumple con la formula Bo(G, ) = 3, (Lk%J) =2.

Figura 2.8: Hipercubo, con f =2y Ba(G, ) = 2.

2.3.1.6. Mallas de 2 y 3 dimensiones

Las mallas de 2 y 3 dimensiones también cuentan con un limite inferior tedrico, el cual fue
establecido por Hromkovic et al. (1992). La Ecuaciéon 2.11 es utilizada para las mallas de 2
dimensiones, donde o es el largo y p es el ancho del grafo. Para las mallas de 3 dimensiones se

usa la Ecuacién 2.12.

Be(G, ¢) = min{o, p} (2.11)
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(2.12)

302 o
4 2

= |2 42
Un ejemplo de como la férmula para las mallas de 2 dimensiones establece el limite inferior se

observa en la Figura 2.9. Aqui se muestra una malla de 0 = 3 y p = 2 con su etiquetado 6ptimo, el

cual cumple con B¢ (G, ¢) = min{3,2} = 2.

Figura 2.9: Malla de 2 dimensiones de 0 =3, p =2y Ba(G, ) = 2.

2.3.2 Limites tedricos para arboles respecto a sus caracteristicas

De la misma manera es posible calcular el limite inferior de arboles en general a partir de las
caracteristicas que presenta. A continuacién se muestran las ecuaciones reportadas en la literatura
para obtener ese limite considerando su diametro, los grados de sus nodos o su radio’. La Figura
2.10 muestra un arbol completo perfectamente balanceado con su etiquetado 6ptimo que genera un

ancho de banda ciclico B¢ (G, ¢) = b.

El radio r de un grafo es el valor de excentricidad minimo presente en alguno de sus nodos.
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Figura 2.10: Grafo arbol, con n =21, m =20y Bo(G, ) = 5.

2.3.2.1. Diametro

Lin (1994) establecié la Ecuacién 2.13 para calcular el limite inferior de un grafo arbol

considerando su didmetro d:

Bo(G, ) > WL; 1} , (2.13)

en donde n es el orden del grafo. Para el arbol que se muestra en la Figura 2.10 el valor de su

diametro es d = 4, por lo tanto Ba (G, ¢) > {%-‘ > 5.

2.3.2.2. Radio

Zhou (2000) propuso la Ecuacién 2.14, en donde a partir del radio de un grafo se puede calcular

su limite inferior. Esta ecuacidn solamente puede ser aplicada a arboles.

r

pefc. = [142 1] o9

donde n es el nimero de nodos y r es el radio del grafo. El arbol de la Figura 2.10 cuenta con un radio

de r = 2, por lo que haciendo la sustitucién en la ecuacién tenemos que Bo (G, ) > [%W > 5.
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2.3.2.3. Grado

Es posible obtener el limite inferior de un arbol en general a partir del grado g(G) de sus nodos.

En la investigacion realizada por Zhou (2000) se estableci6 la Ecuacién 2.15 que lo calcula.

Be(G,p) > méx {@J |

1<7<n—1 2T

(2.15)

para cualquier entero 7 > 1, en donde ¢, (G) denota el grado 7 maximo presente en el grafo Gy n

es el nimero de nodos.

Tipo Limite Inferior Autor
Planares Be(G, ) = [%—‘ Lin (1997)
Orugas Bo(G, @) = méxi<icj<s L"_—jr;—‘ Lin (1994)
Estrellas Be(G, ) = méx { MAXg<i<s ’VMT’;‘ , IEX] <i<s ’7"013’1—‘7 ’V%—‘ } Lin (1994)

Arboles completos

A B i)
Bo(G, ) = [m-‘

Hromkovi¢ (1992)

Hipercubos

5e(6.9) = 15 ()

Hromkovic¢ (1992)

Mallas de 2-dimensiones

Be(G, ¢) = min{o, p}

Hromkovi¢ (1992)

Mallas de 3-dimensiones

Be(G,p) = {% + %J

Hromkovi¢ (1992)

Bo(G, ) > PTA—‘

Lin (1994 y 1997)

Be(G,p) = [w]

Zhou (2000)

@ Diametro
.Q
5
< N
Arboles 5
9 .
generales 0 Radio
o
4]
O
Grados

Be(G, @) > méxi<r<n—1 {#J

Zhou (2000)

Tabla 2.3: Limites tedricos conocidos para el problema de MABC.
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La Tabla 2.3 sintetiza las investigaciones y aportaciones realizadas a lo largo de los altimos afios
para el problema de MABC en relacién a los limites teéricos, ya sea considerando el tipo de grafo o

alguna de sus caracteristicas.

Resumen del capitulo

Este capitulo present6 algunos términos que fueron base para definir formalmente el problema
de MABC. También se habl6 de su complejidad computacional concluyendo que pertenece a
la clase NP-completo. Por altimo, se analizaron las investigaciones previamente realizadas al
problema, resumiendo en una tabla el trabajo teérico reportado. En el proximo capitulo se explicara

detalladamente los enfoques de solucién que se proponen para abordar este problema.






Enfoques de solucién propuestos

Introduccidén

En la literatura especializada podemos encontrar una amplia varidad de algoritmos que dan
solucién a diversos PEG. El algoritmo de ramificacién y poda ha sido utilizado para resolver problemas
como el de ordenamiento lineal de corte minimo (Palubeckis y Rubliauskas, 2011), etiquetado con
maxima coincidencia (Carrabs et al., 2009) y minimizacién del ancho de banda (Marti et al., 2008)
generando buenos resultados. También, se han creado algoritmos basados en la bisqueda tabi para
medir la similitud entre grafos (Sorlin y Solnon, 2005), obtener el ancho de banda de una matriz

dispersa (Marti et al., 2001) y generar los ciclos hamiltonianos de minimo costo (Cerulli et al., 2006).

En este capitulo se describiran los algoritmos propuestos, los cuales dan solucién al problema
de MABC en grafos generales. Ademas, se especifican sus componentes generales asi como las

adaptaciones que fueron necesarias realizar.
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3.1 Algoritmo de ramificacién y poda

Los algoritmos de ramificacién y poda son uno de los métodos exactos mas utilizados para resolver
problemas de optimizacién, ya que analizan de manera eficiente todo el conjunto de soluciones o
espacio de basqueda, descartando aquellas zonas donde no es factible encontrar la mejor solucién.

El espacio de busqueda es explorado mediante la generacién dindmica de un arbol en donde
el nodo raiz representa el caso a resolver, los nodos hojas son soluciones potenciales y los nodos
internos son subproblemas de todo el conjunto de soluciones (Talbi, 2009). El recorrido de este arbol
se puede realizar por medio de la técnica primero en anchura, primero en profundidad o utilizando
el calculo de funciones de costo. La implementacién de alguna de estas técnicas dependera de las
caracteristicas del problema a resolver. La estrategia de minimo costo utiliza una funcién que evalta
cada nodo para decidir qué rama debe explorarse, con la esperanza de llegar rapido a una solucién
mas econémica que la mejor encontrada hasta el momento. Si alguna presenta un costo que empeore
la solucién actual, esta sera podada (Guerequeta y Vallecillo, 2000).

Algunas funciones importantes a considerar cuando se realiza el recorrido de un arbol son: la
funcién de seleccién, la funcién de ramificaciéon y la funcion de poda. La funcién de seleccion se
encarga de extraer un nodo del conjunto a explorar, que dependera del tipo de recorrido que decidamos
implementar. Dentro de la funcién de ramificacién se construyen los nodos hijos del padre que se
seleccioné en el paso anterior. Por Gltimo se realiza la poda, aqui se eliminan algunos de los nodos
creados en la etapa anterior. Estas funciones se estaran ejecutando de manera iterativa mientras
existan nodos sin explorar o mientras no se haya podado el nodo raiz, como se puede ver en la Figura
3.1. Mediante esta metodologia se disminuye en lo posible el tamafio del espacio de bisqueda y se
atenta la complejidad de estos algoritmos que estan basados en la exploracién completa de un arbol.

Considerando las caracteristicas antes mencionadas se ha disefiado un algoritmo de RP que
resuelve el problema de MABC en instancias menores a 40 nodos, el cual es llamado RP-ABC en lo

sucesivo. Este serd descrito basdndose en las tres estrategias que lo conforman.
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@ — ramificacion
..... poda
N

i /\ "\@

(8)
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V5000 0gge”

Figura 3.1: Ejemplo de un arbol de soluciones donde se implementa una funcién de costo y un
recorrido primero en profundidad. El namero dentro de cada nodo indica su costo y claramente se
observan las ramas recorridas y las que son podadas.

3.1.1 Estrategia de ramificaciéon

Cada posible etiquetado ¢;, en el rango de 1 < i < @ debe ser probado individualmente.
RP-ABC recorre este conjunto de etiquetados de manera lexicografica, iniciando con la solucién
v1 ={1,2,3,...,n} y terminando con la Py = {n,n—1,n—2,...,1}. Cada etiqueta particular ¢
de la solucién ¢;, en el rango de 1 < ¢ < n, es asignada a un nodo del grafo G (etiquetar(ve, pi(€)))
una a la vez, produciendo soluciones parciales compuestas de tres subconjuntos: el subconjunto V' de
nodos etiquetados, el subconjunto V" de nodos sin etiquetar (que en el grafo son adyacentes a algin

elemento del conjunto V') y el conjunto ¢! de etiquetas disponibles (ordenado lexicograficamente).

Cada solucion parcial es evaluada considerando V' en el grafo (G, de manera que cuando todas
las etiquetas de ; hayan sido asignadas, se contara con una solucién completa ¢’ de un costo menor
a la cota establecida b. RP-ABC guarda este etiquetado como la mejor solucién ¢* encontrada hasta

el momento. De acuerdo con Leung et al. (1984), el costo de un grafo para el problema de MABC

nunca sera mayor a L%J por lo que al inicio b = L%J Cuando una solucién ¢* sea encontrada, la

basqueda se reiniciara con una nueva cota b = B.(G, ¢*) — 1.
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El enfoque propuesto implementa una bisqueda primero en profundidad, de manera que si al
etiquetar un nodo su costo B.(G,¢') > b, esta rama es podada. Cuando esto ocurra se hara un
retroceso al nodo padre para después continuar avanzando al siguiente nodo hijo. La bisqueda se
detendra cuando todos los etiquetados ; hayan sido analizados.

En el Algoritmo 1 se puede observar el pseudocédigo de la propuesta desarrollada para resolver

el problema de MABC utilizando la técnica de ramificacién y poda.

3.1.2 Estrategia de asignacién

Existen dos aspectos muy importantes a considerar cuando se etiqueta un nodo: el costo del
B.(G,¢') que se obtendra y el costo menor que se puede obtener al asignar las etiquetas disponibles
¢! al conjunto de nodos no etiquetados V;”. Esta Gltima tarea nos ayuda a saber si sera posible
etiquetar a los que son adyacentes a la solucién parcial sin exceder la cota b en futuras iteraciones.

El método Hingaro es un algoritmo que ayuda a resolver problemas de asignacién en tiempo
polinomial (Kuhn, 1955). RP-ABC utiliza una adaptacién de este algoritmo para calcular el costo de
asignar cada etiqueta e € ¢! a cada nodo v € V. Sin embargo, si la asignacién sobrepasa la cota

actual b entonces no es necesario continuar con la evaluacién de ;.

(%3 (%)
U7

Vs U6

Figura 3.2: Ejemplo de una grafo parcial etiquetado.

A continuacién se muestra un ejemplo de cémo se efectia la asignacién. Considere el grafo
G = (V, E) que se muestra parcialmente en la Figura 3.2, el cual esta formado por cinco nodos

etiquetados con el nimero que se muestra en su interior; también, considere n = 10, £ = 6y
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Algoritmo 1 Algoritmo RP-ABC

=1
vi =1{1,2,3,...,n}
Vi «— p* 0
l—i+1
mientras i < (n —1)!/2 hacer
etiquetar(vy, v;(¢))
@' " U{pi(0)}
V'~ V' U{ve}
si B.(G,¢') > b entonces
j « retroceso(¢’, p;, £) // Seccién 3.1.3
si j > 0 entonces
£+ j
etiquetar(vg, ;(£))
V'~ V' U{ve}
sino
devolver ¢
fin si
fin si
V"'« {ve (VA\V)|(v,u) € E,ueV'}
¢ —{ee(p\¢)}
asignacion(V”, ¢") // Seccién 3.1.2
si B.(G,¢') > b entonces
J + retroceso(¢’, @i, £)
si j > 0 entonces
{+j
etiquetar(vg, v;(¢))
Vi« V'U {Ug}
sino
devolver ¢*
fin si
fin si
si / = n entonces
r ¢
b«+b-1
J + retroceso(¢’, ¢;, £)
si j > 0 entonces
L+ j
etiquetar(ve, ;(¢))
V'« V'U {U@}
sino
devolver ¢*
fin si
fin si
L+ 0+1
fin mientras

*
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©i
1 1 4 9 10
vy 2 1 5 3
Vg 4 1 4 5
Vg 4 1 4 5

Tabla 3.1: Tabla de asignacién nodo-etiqueta.

b = 3 para este ejemplo. Ya que los elementos del conjunto V' son tomados de manera ordenada,
la @ltima accién de etiquetado que se realizé fue etiquetar(vg,5), por lo tanto V' = {...v_1, v},
¢ ={.,3,5} y V" = {v;,vs,u9}. Asumiendo que ¢! = {1,4,9,10} y que la solucién parcial
B.(G,¢") < b, utilizamos el método de asignacién para estimar el costo de aplicar las etiquetas ¢!
a los nodos V;” como se presenta en la Tabla 3.1.

Se puede ver claramente en esta tabla que v; y vg podran ser etiquetados sin exceder la cota b
en futuras iteraciones. Sin embargo, la condicién B.(G, ') < b para vg no puede ser garantizada.
En este caso la evaluacién de ¢; es detenida, haciendo un retroceso al nodo padre y continuando

con el siguiente nodo hijo lo cual generara el proximo etiquetado ;1 no evaluado.

3.1.3 Estrategia de retroceso

Un retroceso ocurre cuando se afiade una etiqueta a la posicién (-ésima de la solucion parcial
¢’ y el ancho de banda ciclico que genera excede la cota b. Los pasos que se llevan acabo en este
proceso se describe en el Algoritmo 2.

Primero es necesario identificar al mejor elemento del conjunto ¢?. El mejor elemento sera la
primera etiqueta que garantice que el costo del B.(G,¢') estara por debajo de la cota actual b
cuando sea asignada al nodo v,. Si no existe tal etiqueta, entonces se hace un retroceso a la posicién
¢ — 1, se actualiza el conjunto ¢! y se reinicia la basqueda del mejor elemento. La biusqueda de la
mejor etiqueta y la accidn de retroceso implica la generacién de soluciones ;, por lo que la variable

1 se incrementa iterativamente.
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Algoritmo 2 Estrategia de retroceso

retroceso( ', p;, )
¢’ Etiquetas disponibles
mientras verdadero hacer
©'(€) < mejor(¢”, ¢;) // Cada evaluacién es un incremento de i
si ¢'(¢) == () entonces
L+—1—-1
si / > 0 entonces
" — " U{e'(0)}
O )+ 0
sino
devolver /¢
fin si
sino
devolver /¢
fin si
fin mientras

Este proceso se repetird hasta que dicha etiqueta sea encontrada o hasta que se analicen todas

las posiciones del conjunto ¢’, es decir £ = 0.

3.2 Algoritmo de bisqueda taba

El enfoque de busqueda taba fue propuesto originalmente por Glover (1986) para resolver
problemas de optimizacién, y es considerado como una opcién viable pues haciendo un buen uso
de sus componentes se pueden encontrar soluciones cercanas al éptimo. El objetivo con el que fue
desarrollado fue el de continuar la exploracion mas alla de los puntos de optimalidad local, pues

algunas técnicas se limitaban solo a cierta zonas del espacio de busqueda (Gendreau y Potvin, 2010).

Para llevar acabo la exploracién el algoritmo de busqueda tabl se apoya en la creacion de
vecindarios haciendo pequefios cambios a un solucién potencial. Este proceso se realiza iterativamente
utilizando las técnicas reportadas en la literatura o desarrollando funciones a la medida del problema
(Hertz et al., 1995). Para controlar la cantidad de soluciones vecinas creadas se utiliza una lista de

nodos aspirantes, la cual permite obtener soluciones que no habian sido consideradas o de mejor

calidad.
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Un punto importante que contempla el algoritmo es la creacién repetitiva de una solucién, lo
que origina entrar en ciclos durante la basqueda. Para evitar este inconveniente, cada vez que una
solucién es evaluada se marca como prohibida (o tabd) y se almacena en una lista, de manera que
no podra ser contemplada por cierto tiempo hasta que pierda su estado de penalizacion. El tamafio
de la lista tabd determina el tiempo o nimero de iteraciones que un elemento permanece en la lista,
el cual puede ser fijo o variable (Talbi, 2009).

Utilizando el enfoque de BT, se desarroll6 el Algoritmo 3 que proporciona soluciones para el
problema de MABC en grafos generales, el cual es nombrado BT-ABC en lo sucesivo.

El algoritmo BT-ABC que se propone estd conformado por un conjunto de componentes los
cuales contribuyen al cumplimiento del objetivo de este enfoque heuristico que es reducir el tiempo
de solucién de grafos con n < 40 en relacién con el empleado por el algoritmo RP-ABC. También,

se pretende dar solucién a grafos mas grandes, con n > 40. Los componentes son los siguientes:

Solucién inicial

Lista de nodos aspirantes

Funcién de vecindad

Funcién de diversificacion

Lista taba

Criterio de paro

Es importante mencionar que para algunos de estos componentes se desarroll6 mas de una
propuesta con el fin de obtener el mejor desempefio posible del algoritmo. A continuacién se explica

de manera detallada el funcionamiento de cada uno de ellos.
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Algoritmo 3 Algoritmo BT-ABC

BT-ABC(4, p, mazS, maxF, Diver)
© Solucién inicial
2
it < itSinMejora < itDiverS < itDiverF < 0
ABCmin + costoMinimo(G) // Seccién 3.2.6
mientras itDiverF < maxF y B.(G,p*) > ABCmin hacer
Actualizar y establecer tamafio de lista tabt // Seccién 3.2.5
rnd € [0,1]
si rnd > ¢ entonces
¢+ Ni(p,it) /] Seccion 3.2.3.1
sino
@'« Na(p,it) /] Seccién 3.2.3.2
fin si
Py
si B.(G,¢) < B.(G, ¢*) entonces
P
itSinMejora < 0
itDiverS < 0
sino
itSinMejora < itSinMejora + 1
fin si
si itSinMejora > maxitSinMejora entonces
itDiverS < itDiverS + 1
si itDiverS > maxS entonces
si Diver == 0 entonces
@' < Ds(p) [/ Seccion 3.2.4.2
sino
¢« Ds(yp) // Seccion 3.2.4.3
fin si
itDiver F < itDiverF + 1
it DiverS < 0
sino
¢« D1(p,p) // Seccién 3.2.4.1
fin si
fin si
it—it+1
fin mientras
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3.2.1 Solucién inicial

La primera soluciéon que prueba BT-ABC es creada aleatoriamente, de manera que todos los
nodos disponibles tienen la misma posibilidad de ser etiquetados con cualquiera de las etiquetas que

no han sido asignadas.

3.2.2 Lista de nodos aspirantes

Para controlar la generacién de grandes cantidades de soluciones por una funcién de vencidad se
puede hacer uso de una lista de nodos aspirantes A(u), la cual ayuda a formar buenas soluciones
y evitar las de mala calidad. Sin embargo, si este recurso no es abordado adecuadamente se puede
afectar el desempefio del algoritmo, por lo que es recomendable conocer a fondo el problema que se
va a abordar. Glover y Laguna (1997) realizan un estudio sobre diversas estrategias Gtiles para crear
estas listas.

En esta propuesta de solucién para el problema de MABC se utilizan dos enfoques para crear la
lista de nodos aspirantes (A;(u) y Az(u)). Es importante resaltar que en ambos casos la lista es

creada para un nodo especifico u. A continuacién se detalla cémo se crea cada una de ellas.

= Lista de nodos aspirantes A, (u). Esta lista esta formada por nodos elegidos aleatoriamente

y que no se encuentran en estado tabd. La cardinalidad de este conjunto es de | A;(u) | = 7.

= Lista de nodos aspirantes .4;(u). Para formar la lista de nodos aspirantes de un nodo u
primero se requiere visitar todos sus nodos adyacentes N (u). De este conjunto se identifican
los dos nodos que dentro del grafo ciclico se encuentran mas alejados entre si (ver Figura

2.3(b)), los cuales seran nombrados méax(u) y min(u). En este caso la mejor opcién es

max(u)+min(u)

5 J; sin embargo, es necesario

hacer el cambio con el nodo intermedio mid(u) = L
contemplar también otros factores. La lista Ay(u) la formaran los nodos que no sean tabd y

que cumplan con la condicién que se indica en la siguiente ecuacion:
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Az (u) = {v € N(u)| [mid(u) — (v)],, < [mid(u) — ¢(u)l, } (3.1)

Esta condicién considera a todos los nodos v que cuentan con un etiquetado cercano a mid(u),

con el fin de retiquetar u y que este disminuya su ancho de banda ciclico.

3.2.3 Funcién de vecindad

Una de las caracteristicas a resaltar del problema de MABC es que diversas soluciones pueden
llegar a generar el mismo ancho de banda ciclico Bo(G, ). Ademas, como en muchos otros POC,
se tiene un espacio de bisqueda que crece de manera factorial. Esto puede representar un problema
muy grande en el desarrollo de algoritmos, pues es dificil encontrar soluciones de buena calidad lo que
compromete a desarrollar funciones de vecidad que ayuden a salir de tantos puntos de optimalidad

local.

Para hacer frente a esta problematica existen dos recursos, los cuales han ayudado a crear
soluciones de mejor calidad: lista de nodos criticos (C(y)) y lista de nodos aspirantes (A(u)). La
lista de nodos criticos esta formada por aquellos que al ser reetiquetados podrian llevar a obtener una
solucién de mejor calidad. En este trabajo de tesis se experimenté con diferentes funciones de vecindad
y se tomaron las dos que mejor se comportaron en los experimentos preliminares. Ambas funciones
implementan un operador de intercambio de elementos nombrado swap, el cual puede definirse de
la siguiente manera: Sea u € C(p) C V y sea v € A(u) C V una opcién de intercambio para u.
El operador swap(ip, u,v) intercambia las etiquetas de los nodos u y v entre ellos (¢'(u) = p(v) y

¢'(v) = p(u)) generando una nueva solucién ¢'.

Las funciones de vecindad implementadas en BT-ABC son detalladas a continuacién.
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3.2.3.1.  Funcién de vecidad N (reparacion simple)

Para esta funcién de vecidad la lista de nodos criticos esta formada por todos aquellos nodos que

no se encuentran en estado tabd y que cumplen con el criterio que se indica en la siguiente ecuacién:

CI(SO) = {u S | BC(uv 90) > o BC(G> QO)}? (32)

en donde 1 > a > 0. Estos son los nodos u € V' que tienen un costo B¢ (u, ) igual o cercano al
ancho de banda ciclico del grafo B¢ (G, ), de manera que al ser reparados podrian reducir el costo
del grafo. En esta funcién en particular se utiliza la lista de nodos aspirantes A;(u), descrita en la
Seccién 3.2.2.

La lista de nodos aspirantes se crea para cada u € Ci(yp). Para seleccionar el nodo v € A;(u)
que representa la mejor opcién, se evalua el ancho de banda ciclico al intercambiar la etiqueta de u
con cada una de las etiquetas asignadas a los nodos en A;(u), eligiendo la de menor costo.

La construccién de los conjuntos Ci(p) y A;(u) para todos los nodos u € Cyi(y), asi como la
seleccion del mejor nodo v € A;(u) es realizada de manera iterativa mientras el ancho de banda
ciclico del grafo Bo(G, ) se reduzca o mientras este se mantenga pero disminuya |Ci(¢)|. De

manera formal A (p) puede definirse como:

Mi(p) = {¢' = swap(p,u,v) | Yu € Ci(p), v € Ai(u)} (3.3)

El Algoritmo 4 muestra el pseudocédigo del vecindario de reparacién simple N;.

3.2.3.2.  Funcién de vecidad N5 (reparacion especial)

En esta funcién se hace uso de la lista de nodos aspirantes Ay(u) y la lista de nodos criticos
C1(¢) previamente definida en la Seccién 3.2.3.1.

Para seleccionar el nodo v € Ay(u) que representa la mejor opcién, se evalua el impacto de
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Algoritmo 4 Funcién de vecidad N (reparacién simple)

funciéon N1 ( ¢, it)
pre g
=it +1
mientras verdadero hacer
construir C1(¢p)
ce i) |
ABC + Bc(G, <p)
mientras | C1(¢) | #0 hacer
tomar el primero nodo u € Cy(y)
construir A;j(u)
buscar mejor opcién v € A;(u)
¢’ < swap(p,u,v)
taba(it,u) // Considerando el tamaiio de la lista taba
Ci(p) = Ci(p) — {u}
fin mientras
Construir C1(¢")
¢ | Cilg) |
si Bo(G,¢') > ABC || (Bc(G,¢') == ABC && ¢’ > ¢) entonces
devolver ¢*
sino
Q"
fin si
fin mientras

intercambiar la etiqueta de u con cada una de las etiquetas asignadas a los nodos de la lista
de nodos aspirantes, considerando en todo momento a los nodos adyacentes a u, N(u) (ver
Algoritmo 5). Para cada w € N(u) que cumpla con la condicién: |¢'(u) — ¢(w)|, > Be(w,p)
y ¢ (u) — o(w)|, > B Bo(G,p) se le acomularad un punto negativo. Esta misma tarea también
se aplica para los vecinos de v, N'(v). Al final la mejor opcién v sera aquella que menos puntos
negativos haya acumulado.

Al considerar los conjuntos de nodos NV (v) y NV (u) en el intercambio, se asegura que la solucién
¢ resultante mejore los costos en u y v, y ademas que no afecte a sus nodos adyacentes. Esta

funcion se estarad ejecutando iterativamente bajo las mismas condiciones que se mencionaron en la

descripcion de N (ver Algoritmo 4). Su definicién formal se puede observar en la Ecuacién 3.4.

No(p) = {¢' = swap(p,u,v) | Yu € C1(p), v € As(u)} (3.4)
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Algoritmo 5 Bisqueda de la mejor opcién

mejorOpcién( ¢, u, 3 )
construir Az (u)
v¥ 0
costo* + n?
mientras |Az(u)| # 0 hacer
tomar el primer nodo v € As(u)
simular swap(y, u, v)
costo < 0
Para Vw € N (u)
si |¢'(u) — o(w)|, > Bo(w, @) && |¢'(u) — e(w)|, > 8- Bc(G, ) entonces
costo < costo + 1
fin si
Para Yw € N (v)
si |¢'(v) — p(w)|n > Be(w, ) && [¢'(v) = p(w)]n > B - B (G, ¢) entonces
costo < costo + 1
fin si
si costo < costo™ entonces
costo* < costo
V¥ v
fin si
Az (u) < Az(u) — {v}
fin mientras
devolver v*

Una vez definidas estas funciones de vecindad se puede obtener una tercera funcién N3 con la
combinacién de las dos anteriores. Para esta combinacién de vecindarios N3(p, rnd) se aplica con
una probabilidad § que establece la intervencién de cada una de ellas. De manera formal se puede

definir esta nueva funcién como se muestra en la siguiente ecuacion:

N, irnd > 6
Ni(g,rmd) — 4 ) strnd = (3.5)

No(p)  sirnd <o

donde rnd es un nimero aleatorio con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

3.2.4 Diversificaciéon

Las estrategias de diversificacion tienen como fin promover que el algoritmo visite zonas del

espacio de busqueda que atn no han sido exploradas. En las siguientes subsecciones se describiran
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las tres funciones de diversificacién que fueron implementadas en BT-MABC para dar solucién al

problema de MABC en grafos generales.

3.2.4.1.  Funcién de diversificacion D, (nodos aleatorios)

Esta funcién de diversificacion utiliza una lista de nodos aspirantes A;(u) y una lista de nodos
criticos Co(yp) formada por nodos elegidos aleatoriamente que no se encuentran en estado tabd.
Este conjunto tendra una cardinalidad |Cy(p)| = . La estrategia para seleccionar el mejor nodo
v € Ay(u) es la misma que se aplicé en la Seccién 3.2.3.2 correspondiente a la funcién de vecindad

N5. La definicién formal de esta funcién se puede apreciar en la Ecuacién 3.6.

Di(p, p) = {¢’ = swap(p,u,v) | Vu € Co(p),v € As(u)} (3.6)

Esta funcién de diversificacién cuenta con una variable externa p que indica con que fuerza se
modificara la solucién. En otras palabras, su valor establacera el nimero de veces que intervendra

esta funcién sobre la misma solucién.

3.2.4.2.  Funcion de diversificacion Dy (permutacion de los mejores nodos)

Para esta funcién los nodos del grafo son ordenados de manera ascendente respecto a su ancho
de banda ciclico. Después se permutan las etiquetas de los primeros v nodos dando origen a una
nueva solucién ¢'. Esto puede definirse formalmente de la siguiente manera: sea R un conjunto
totalmente ordenado de V' bajo la relacion Be(u, v) < Beo(v, ), para todo u,v € V.

R(V: S) = {u ‘ Vu,v eV ) BC(uv 90) < Bc('U, 90)} (37)

Entonces es posible definir un conjunto R'(y) C R(V, <) de la siguiente manera:

R(y)={w|1<i<~vy, u; € R} (3.8)
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Por lo tanto la funcién de diversificacién D, puede definirse de manera formal como se expresa en

la Ecuacién 3.9.

Dy(v,) = {¢' = swap(p, u, v) [ u,v € R'(7)} (3.9)

3.2.4.3.  Funcién de diversificacion Ds (etiquetas menos frecuentes)

En esta funcién los nodos son ordenados de manera descendente respecto a su ancho de banda
ciclico (R) y las etiquetas en orden lexicografico (£). Es importante mencionar que en las funciones
de vencidad (N7, N2 y N3) cada vez que interviene el operador swap(y, u,v) se registra la relacion
etiqueta-nodo. El objetivo es saber con que frecuencia una etiqueta especifica se establece sobre
cada nodo.

Para etiquetar un nodo u € R se elige un nimero i € [1,n]. Después se realizara la bausqueda
entre las etiquetas v+ i < ¢ < 4, del conjunto L£(¢). La mejor etiqueta m(u, L) para el nodo u es
aquella que presenta menos frecuencia sobre dicho nodo y que ademas esta disponible. Este proceso

se repetird para todo el conjunto R. Formalmente puede definirse de la siguiente manera:

R(‘/, Z) = {u ’ VU,U € Vvv BC<U7§0) 2 BC(U7S0>} (310)

Para un conjunto ordenado R y una funcién m(u, L) que retorna la mejor opcién de intercambio

del nodo u € R, la funcién de diversificacion D3 puede definirse como:

Ds(p) = {¢' = swap(p,u,v) | u € R,v =m(u,L)} (3.11)

3.2.5 Lista tabd

La lista tabl lleva un registro de los movimientos realizados. Esto tiene como objetivo no

intensificar la basqueda en un sector especifico sino obligar al algoritmo a trasladarse mas alla del
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Tamafio de la lista tabd (x o)
S

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Numero de iteracion /t

Figura 3.3: Representacion grafica de la funcién de paso periédico utilizada para definir el tamafio
de la lista taba.

punto actual. Por lo tanto, entre mas grande sea el tamafio de la lista tabl mas exploracién se hara.

El tamafio de la lista taba puede ser fijo o variable. Una lista de tamafio fijo siempre penaliza por
la misma cantidad de tiempo (iteraciones), por lo que se puede decir que implementa una disciplina
tipo FIFO (primero en entrar, primero en salir). Una lista de tamafio variable considerara diversos

factores para determinar la cantidad de tiempo que una solucién quedara penalizada.

Galinier et al. (2011) propusieron un método para crear una lista tabt de tamafio variable, que
fue implementado posteriormente por Wu y Hao (2013). Este enfoque esta basado en el uso de una
funcién de paso periédico PP, que recibe como argumento el nimero de iteracién actual it (ver Figura
3.3). A cada periodo lo conforman 1500 iteraciones divididas en 15 intervalos [z;, z;11 — 1]iz123....15,
donde 7 = 1y z;;.1 = x; + 100. El resultado obtenido por PP para una iteracién particular
it € [x;,x;41 — 1] esta dado por (a)i=123. .15 =(1,2,1,4,1,2,1,8,1,2,1,4,1,2.1) - §, donde 6 es
una parametro que fija el valor minimo del tamafio de la lista taba. Por lo tanto, el tamafio de la lista
tabd es igual a @ entre la iteracion 1 y la 100, 2 - # entre la iteracién 101 y 200, de nuevo 6 para las
iteraciones [201, 300], 4 - 6 para las iteraciones [301, 400], etc. Este proceso se repite periédicamente

después de cada 1500 iteraciones.
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3.2.6 Criterio de paro

El algoritmo BT-ABC considera dos criterios para detener la busqueda de la mejor solucién:

= Intervencién de las funciones de diversificacion.

Se finaliza la basqueda cuando hayan intervenido maxF veces cualesquiera de las funciones
de diversificacion D, o Ds. Este par de funciones a diferencia de D; realizan cambios mas
drasticos sobre la solucién actual, por tal motivo son tomadas en cuenta de manera diferente
y son clasificadas como funciones de diversificacién fuertes. El inconveniente de este criterio
es que si ya no existe una mejor solucién que alguna que se haya encontrado en las primeras

iteraciones, es necesario esperar a que se ejecuten las funciones de diversificaciéon max I veces.

Costo minimo.

Una cota inferior que puede presentarse en un grafo para el problema de MABC esta
determinada por el nodo de menor grado. De manera que si se cuentra una solucién B¢ (G, ¢)
igual a ese valor la bisqueda ha concluido. Un ejemplo claro de este caso se presenta en los
grafos camino donde el nodo de menor grado es 1, y el valor de ancho de banda ciclico éptimo

es Bo(G, ") = 1.

Resumen del capitulo

En este capitulo se presentarén dos algoritmos para solucionar el problema de MABC. El algoritmo

de RP, que como se mencioné es utilizado para resolver problemas de etiquetado de grafos, fue

adaptado para resolver este problema. Su descripcion fue dividida en tres etapas ramificacion,

asignacion y retroceso y se justificé el porque cada una es importante. También, se describi6 la

propuesta de un algoritmo de BT que utiliza funciones de vecidad avanzadas, con la finalidad de

resolver de manera eficiente el problema de estudio de esta tesis.
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En el siguiente capitulo se presenta la etapa de experimentacion, donde se detallan las instancias
que se utilizaron asi como las condiciones experimentales bajo las cuales se ejecutaron los algoritmos.

Ademas, se muestran los resultados obtenidos y algunas conclusiones a las que se llegaron.






Experimentacion y Resultados

Introduccidén

En este capitulo se presentan los experimentos realizados para medir el desempefio de los
algoritmos propuestos en capitulo 3 de esta tesis. Los resultados obtenidos por el algoritmo de
ramificacion y poda RP-ABC vy el algoritmo BT-ABC que implementa una basqueda tabi fueron
contrastados, considerando factores como la calidad de la solucién y el tiempo de cémputo para

medir el desempefio. Ambos algoritmos se ejecutaron sobre la misma arquitectura de cémputo.

Es importante mencionar que el algoritmo BT-ABC fue sometido a un proceso de sintonizacién
de parametros utilizando un técnica inspirada en las pruebas de interacciéon combinatoria. Esto ayudé
a mejorar el desempefio del algoritmo y la calidad de las soluciones. Al final del capitulo se presentan
los resultados obtenidos en tablas y de manera grafica, estableciendo cotas para los conjuntos de

prueba previamente mencionados.

47
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4.1 Criterios de comparacién

Para medir el desempefio que tienen los algoritmos propuestos se han considerado tres criterios,

los cuales se mencionan a continuacién:
» Calidad de solucién. El mejor valor de ancho de banda ciclico B.(G, ¢) encontrado.
= Tiempo de ejecucién. La cantidad de segundos que le toma al algoritmo concluir la basqueda.

= Namero de soluciones parciales probadas. Para el algoritmo RP-ABC se considera una solucién
parcial cada vez que un nodo es etiquetado y evaluado durante el proceso de basqueda. En el
algoritmo BT-ABC una solucién parcial es aquella en la que todos sus nodos criticos (lista C)

han sido reparados.

Estos criterios se tomaron en cuenta al probar los algoritmos utilizando diversos conjuntos de

prueba, los cuales se describen a continuacion.

4.2 Instancias de prueba

En la literatura estudiada no se encontré reportado ninglin conjunto de prueba que pudiera ser
utilizado para comparar algoritmos. Por tal motivo, se propone una coleccién de instancias cuyo limite
inferior es conocido, lo que permite comparar algoritmos con respecto a la calidad de la solucién.
También, se adopté un conjunto que ha sido utilizado en diversos PEG ya que fue creado a partir
de situaciones practicas. Por altimo, se formé una coleccién de grafos aleatorios creados mediante
un algoritmo reportado en la literatura. En las siguientes subsecciones se describe cada conjunto con

mas detalle.
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4.2.1 Grafos ordinarios

Se propone un conjunto de prueba conformado por cuatro tipos de grafos: ciclos, mallas, caminos
y arboles binarios. En esta coleccion de 20 instancias cada una tiene un tamafio que varia entre 20

y 40 nodos, y sus limites inferiores coinciden con los mencionados por Klerk et al. (2011) para el

problema de MAB.

4.2.2 Grafos Harwell Boeing

La coleccién de matrices dispersas Harwell-Boeing! propuesta por (Duff et al., 1992) ha sido
utilizada como casos de prueba en diversos PEG. Las matrices fueron creadas a partir de problemas de
sistemas lineales, minimos cuadrados y calculo de auto-valores de una amplia variedad de disciplinas
cientificas.

De este amplio repertorio se tomaron dos subconjuntos con 12 instancias cada uno. Anteriormente
estos han sido utilizados para resolver otros PEG como el de MAB (Mladenovic et al., 2010) o el de
maximizacién del antibandwidth (Lozano et al., 2011). El primer subconjunto contiene grafos con

menos de 120 nodos (HBp) y el segundo grafos de entre 400 y 750 nodos (HBg).

4.2.3 Grafos aleatorios

Este grupo esta formado por 20 grafos aleatorios creados con el algoritmo propuesto por Viger y
Latapy (2005). Para ello se seleccionan n namero aleatorios (cantidad de nodos) en un rango entre
0y y, para formar una secuencia binomial utilizando una media z. Estos valores son los parametros
de entrada del algoritmo. El tamafio de las instancias formadas oscilan entre 20 y 40 nodos, y se
utilizaron los siguientes valores para y:100 y 1000; y para z: 5, 10 y 15, mismos que fueron sugeridos

por los autores. El nombre de las instancias esta formado por sus valores de n, y y z (rndn-y-z).

IEste conjunto se encuentran disponibles en la siguiente direccion electrénica:
http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing.
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4.2.4 Instancias de arboles

Se construy6 un conjunto de 14 arboles s-arios balanceados de h-niveles, mediante la libreria
NetworkX? desarrollada en python. Estos arboles cuentan con un nivel h de 1 a 4, y un factor de

ramificacion® s que oscila entre 3 y 8. El nombre de las instancias esta formado por su valor de sy

h (arbols-h).

4.3 Condiciones experimentales

Los algoritmos propuestos fueron codificados en lenguaje C versién 4.6.3 y compilados con gcc
usando la bandera de optimizacion -O3. Fueron ejecutados de manera secuencial en un cluster
equipado con 4 procesadores Xeon X5650 de 6 niicleos cada uno a 2.66 GHz, 32 GB de RAM y

sistema operativo Linux.

4.4 Sintonizaciéon de parametros

La optimizacién de los parametros de entrada es una tarea importante en el area de disefio de
algoritmos. En la literatura especializada se encuentran reportados diversos métodos que ayudan en
la basqueda de la mejor combinacién de estos valores (Adenso-Diaz y Laguna, 2006; Landgraaf et al.,
2007; Gunawan et al., 2011). En este trabajo se emplea una técnica basada en pruebas de interaccién
combinatoria, la cual ha sido ampliamente utilizada en la literatura (Cohen et al., 1996).

Las pruebas de interacciéon combinatoria reducen de manera significativa el namero de pruebas
(experimentos) necesarias para determinar cual es la mejor combinacién de parametros de un
algoritmo. En vez de ejecutar de manera exhaustiva todas las combinaciones de los parametros de

entrada en el algoritmo, solo se consideran las interacciones de ¢ (o menos) parametros de entrada

2La libreria es gratuita y se encuentra disponible en la siguiente direccién: http://networkx.lanl.gov/.
3El factor de ramificacién de un arbol es el nodo con mayor niimero de sucesores.
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mediante la creacién de pruebas de interaccién incluyendo al menos una vez todas las t-combinaciones
entre estos parametros y sus valores.

Los Arreglos de Cobertura (Covering Arrays) son disefios combinatorios utilizados para representar
conjuntos de pruebas de interacciéon. Un arreglo de cobertura, CA(N;t, k,v), de tamafio N, fuerza
t, grado k y orden v es una matriz de NV X k con v simbolos de manera que para cada submatriz de
N x t se tiene, al menos una vez, todas las ¢-tuplas de valores.

Los Arreglos de Cobertura son utilizados para representar conjuntos de pruebas de interaccion
de la siguiente manera. Un conjunto de pruebas para un algoritmo que cuenta con k parametros de
entrada de manera que cada uno de estos puede tomar v valores, es una matriz de NV x k£ donde
cada fila representa un caso de prueba. Cada columna representa un parametro de entrada y el valor
en la columna representa una configuracién en particular.

En la practica, los parametros de entrada de un algoritmo no tienen exactamente la misma
cantidad de valores. Para tratar esta limitante se hace uso de los Arreglos de Cobertura con Niveles
Mezclados (Mixed Level Covering Arrays, MCA). Un MCA(Nt, k, (v1, v2,v3, ..., U )) €S una matriz
de N x k con v simbolos (v = 32¥  v;), donde cada columna i (1 < i < k) de la matriz contiene
solo los elementos del conjunto S;, donde |S;| = v;. Esta matriz tiene la propiedad de que las filas
de cada NV x t submatriz contiene todas las t-tuplas de valores para las ¢t columnas al menos una

vez. El conjunto v del MCA también puede ser representado en notacién exponencial.

Tamaio de la

Simbolo § . maxS maxF p o [ v itSinMejora Diver
lista taba

0 0 3 50 40 1 08 04 02 5 Dy(p)

1 02 5 60 50 2 09 05 0.3 10 Dy ()

2 0.5 dinamica 70 60 3 — — — — —

3 0.8 — — - = = — — — —

Tabla 4.1: Valores de cada parametro de entrada para el algoritmo BT-ABC.
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El algoritmo BT-ABC cuenta con k = 10 parametros de entrada: probabilidad de intervencién de
las funciones de vecindad §, tamafio de lista tabd, nimero maximo de intervenciones de la funcién
de diversificacién suave mazS, namero maximo de intervenciones de las funciones de diversificacién
fuerte maxF, fuerza p, probabilidad de aceptacién « para los nodos de la lista de criticos Ci(¢p),
probabilidad de aceptacién (3 para seleccionar el mejor nodo de la lista de aspirantes .4 (u), porcentaje
~ que representa cierta cantidad de nodos del grafo, iteraciones sin mejora itSinMejora y tipo
de diversificacién Diver. Los valor posibles para cada parametro se aprecian en la Tabla 4.1. Es
importante mencionar que tanto en la etapa de sintonizacién como en la de experimentacién se

utiliza un valor de 8 = 3, que es el tamafio minimo de la lista taba dinamica.

Algunos de los valores de parametros que se muestran en la Tabla 4.1 se obtuvieron al sintonizarse
las funciones de vecindad y diversificacién (N y D) mediante la herramienta BONESA (Haasdijk
et al., 2012) en una etapa previa. Esta herramienta implementa un modelo iterativo basado en un
procedimiento de busqueda similar a la optimizacién secuencial de parametros. Mediante un algoritmo
evolutivo y desarrollando una basqueda guiada, busca soluciones (combinacién de parametros) de
buena calidad que minimicen (en nuestro caso) la funcién objetivo de un algoritmo externo. No se

continué utilizando este enfoque debido al largo tiempo de ejecucién que presentaba.

El arreglo de cobertura con niveles mezclados MCA(120; 4,10, 4!, 3%,2%) que se utilizé en esta
etapa de sintonizacién (ver Tabla 4.2), fue construido usando el Algoritmo Memético reportado por
Rodriguez-Tello y Torres-Jimenez (2010). Esta matriz establece 120 casos de prueba, a diferencia de

un enfoque exhaustivo en que se tendrian que hacer 4 - 3* - 2° = 10368 pruebas.

La sustitucion de los valores del MCA por los valores de los parametros de entrada de BT-ABC,
se puede hacer de manera sencilla. Simplemente es necesario reemplazar los simbolo de cada fila por
el valor que le corresponde segin el parametro. Por ejemplo, para la fila uno (que corresponde al
parametro 0 de la Tabla 4.1) el 0 mantiene su valor, pero el 1 es sustituido por 0.2, el 2 por 0.5 y el
3 por 0.8. Esta accién es aplicada a todas las filas de la Tabla 4.2 que representan los k parametros

de entrada del algoritmo BT-ABC, mencionados anteriormente.
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(b) Casos de prueba del 61 al 120

Tabla 4.2: Matriz transpuesta del MCA(120; 4, 10, 41, 3%, 25).

den
0.059

0.051

Grafo

35

35
40

ciclo35
ciclo40

40
58
67
34

0.097
0.086
0.057

35
40

mallabx7

mallabx8

35
40

camino35

0.050
0.064

39
34

camino40
arbolB33

arbolB35

33
35

4

0.057

34

260 0.437 —

95

35

rnd35-1000-15
rnd35-1000-5

0.160
0.385

35
40
40

300

rnd40-1000-15
rnd40-1000-5

0.127
0.181
0.062

99
90
46

32

39

bcspwr01

Tabla 4.3: Caracteristicas del conjunto de instancias usadas en la etapa de experimentacién. Consiste

en 14 instancias de diversos tipos de grafos.



54 4.4. Sintonizacion de parametros

El algoritmo BT-ABC fue ejecutado de manera independiente para los 120 casos de prueba,
resolviendo un subconjunto de 14 instancias representativas de todos los tipos de grafos descritos
en la Seccion 4.2. Estos grafos son los de mayor grado y nimero de nodos, por lo que se pudieran
considerar como los mas dificiles de resolver. En la Tabla 4.3 se muestran estas instancias, en donde
la primera columna indica el nombre del grafo, las siguientes dos columnas presentan el niamero de
nodos n y de arcos m, después se muestra su densidad den y por altimo el valor Bf, éptimo. Para

las instancias donde no se conoce su valor 6ptimo se utiliza el simbolo —.

En la Figura 4.1 se observan los resultado obtenidos de todo el conjunto de casos de prueba.
El eje de las abscisas presenta los 120 casos de prueba, mientras que en el eje de las ordenadas se
indica el tiempo promedio de ejecucién del algoritmo y el valor del B¢ (G, ¢) encontrado promedio

de todas las instancias.
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Figura 4.1: Resultados obtenidos en la etapa de sintonizacién para los 120 casos de prueba resolviendo
un conjunto de 14 grafos.
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La Tabla 4.4 muestra los resultados obtenidos de los mejores 10 casos de prueba. En la primera 'y

segunda columna se indica el namero de caso y la configuracién ganadora, las siguientes dos columnas

muestran el tiempo y el B¢ promedio obtenido con las intancias mencionadas. Los resultados fueron

ordenados contemplando el valor del Bo(G, ) promedio primeramente y después el tiempo de

ejecucion promedio. El caso ganador indica que para tener un mejor desempeiio del algoritmo BT-

ABC se deben utilizar los siguientes valores: 6 = 0, tamafio de lista taba dindmica, maxS = 70,

maxF = 50, p = 3, a = 0.9, 5 = 04, v = 0.3, itSinMejora

10 y Diver = Ds(yp).

Esta configuracion fue utilizada para realizar la etapa de experimentacién final, la cual se detalla a

continuacion.

4.5 Experimentacién final

Nam. Caso de prueba T-prom Bc-prom
19 0121210111 0.511 6.177
86 1121011010 0.596 6.194
103 2212011011 0.713 6.207

6 0202111011 0.373 6.217
118 2122210011 0.856 6.217
29 0020110011 0.349 6.219
120 0220211011 0.352 6.219
23 1022010001 0.371 6.224
50 0101011001 0.200 6.230
39 1222111010 0.689 6.235

Tabla 4.4: Resultados de los 10 mejores casos de prueba del proceso de sintonizacién.

El algoritmo RP-ABC descrito en la Seccién 3.1 y el algoritmo BT-ABC planteado en la Seccién

3.2 se pusieron a prueba utilizando las instancias mencionadas en la Seccién 4.2. Se contrasta el

resultado promedio de 31 corridas del algoritmo metaheuristico contra una ejecucién del algoritmo

exacto.
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Los resultados de la experimentacion final son mostrados en las Tablas 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 en
donde las primeras cuatro columnas indican las caracteristicas de los grafos: nombre, nimero de
nodos (n), nimero arcos (m) y densidad (den = 2m/n(n — 1)). Si se conoce el valor del ancho de
banda ciclico éptimo (B¢), la quinta columna lo menciona. En las siguientes columnas se presentan
los resultados alcanzados por ambos algoritmos. Para el algoritmo RP-ABC se indica el namero de
soluciones parciales evaluadas (#¢’), el tiempo de ejecucion del algoritmo en segundos (7) y el
ancho de banda ciclico (B¢) alcanzado. Para el algoritmo BT-ABC se reporta el nimero promedio
de soluciones parciales evaluadas (#¢'-prom), el tiempo de ejecucién promedio (7-prom) y el mejor
ancho de banda ciclico (B¢) encontrado. También, se reporta el valor promedio del ancho de banda
ciclico (B¢-prom), asi como su desviacién estandar (desv). En la altima columna (dif) se encuentra
la diferencia de los valores de ancho de banda ciclico B encontrados por los algoritmos comparados.
Un valor positivo indica que el algoritmo BT-ABC encontré una mejor solucién, de manera contraria
si el algoritmo RP-ABC encontré una mejor solucién el valor sera negativo.

Para el algotimo exacto se establecié como maximo un tiempo de ejecucién de 36 horas. Este
parametro se consideré6 como suficiente para que el algoritmo resuelva los grafos que estan a su
alcance.

De manera grafica también se muestran los resultados obtenidos en esta etapa de experimentacion
final en las Figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5. Para cada instancia (eje de las abscisas) se registra el tiempo
de cémputo que le tomé al algoritmo resolverla o la calidad de la solucién encontrada (eje de las

ordenadas).

4.5.1 Resultados para grafos ordinarios

Para este conjunto de prueba se realiz6 una comparativa de los limites reportados por Klerk et
al. (2011) con la calidad de las soluciones encontradas por los enfoques propuestos. La Tabla 4.5
muestra los resultados obtenidos con esta coleccion de grafo ordinarios. Las instancias que cuentan

con el simbolo x en la columna B¢, indican que RP-ABC no pudo explorar por completo todo el
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espacio de basqueda en el tiempo establecido por lo que se reporta la mejor solucién encontrada.

Los resultados muestran que RP-ABC solo pudo resolver el 80 % del conjunto, igualando en esos

casos el limite tedrico reportado. A excepcion de las instancias tipo ciclo, este enfoque no pudo

resolver los grafos de orden n > 35.

RP-ABC BT-ABC

Grafo n m den BE #¢ T Be  #¢'-prom T-prom Bg Be-prom desv  dif
ciclo20 20 20 0.11 1 2331 0.01 1 51597 0.01 1 1.00 000 O
ciclo25 25 25 0.08 1 12900 0.12 1 1872.97 0.01 1 1.00 000 O
ciclo30 30 30 0.07 1 88516701 1007.90 1 6371.81 0.01 1 1.00 0.00 ©
ciclo35 35 35 0.06 1 465326343 4184.05 1 5139.90 0.01 1 1.00 0.00 ©
ciclod0 40 40 0.05 1 397409592 4996.08 1 1844245  0.07 1 1.00 0.00 ©0
‘mallasx4 20 31 016 4 123230 082 4 46557.65 001 4 400 000 O
mallabx5 25 40 0.13 5 2674635 29.32 5 45268.65 0.11 5 513 034 0
mallabx6 30 49 0.11 5 144312826 3016.46 5 46326.13 0.16 5 500 000 O
mallabx7 35 58 0.10 5 1641 — *9 49265.06 0.23 5 500 0.00 4
mallabx8 40 67 0.09 5 175446 — %10 51567.00  0.31 5 500 000 5
camino20 20 19 010 1 695 001 1 105226 001 1 100 000 O
camino25 25 24 0.08 1 19997 0.07 1 1364.10 0.01 1 1.00 0.00 ©
camino30 30 29 0.07 1 101821 0.60 1 9642.77 0.02 1 1.00 0.00 ©
camino35 35 34 0.06 1 74072 0.83 1 2956.03 0.01 1 1.00 0.00 ©0
camino40 40 39 0.05 1 349320 — *9 10926.45  0.04 1 1.00 0.00 8
arbolB21 21 20 010 3 147232 047 3 4766677 010 3 300 000 O
arbolB25 25 24 0.08 4 223355577 763.27 4 48466.29 0.12 4 4.00 000 O
arbolB31 31 30 0.06 4 707968183 3552.96 4 4973332  0.15 4 400 000 O
arbolB33 33 34 0.06 4 2248823425 10965.57 4 49939.61 0.16 4 400 000 O
arbolB35 35 34 0.06 4 427025884 — * 6  50463.65 0.17 4 4.00 0.00 2
Promedio 235321092.55 3.60 2717694 0.08 265 265 0.01

Tabla 4.5: Resultados obtenidos por los algoritmos RP-ABC y BT-ABC sobre el conjunto de grafos

ordinarios.

En terminos generales, BT-ABC pudo resolver con facilidad estos grafos ya que en todos los

casos encontré la solucién éptima. Respecto a la desviacién estandar, este algoritmo muestra una

solidez en su basqueda pues en la mayoria de los casos obtuvo un valor desv = 0.0, a excepcién de la
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instancia mallabx5. Considerando el tiempo de ejecucion, resolver una instancia le llevé a lo mas 0.31
segundos (tiempo promedio), mientras que al enfoque exacto explorar todo el espacio de basqueda
del arbolB33 le tomé mas de tres horas. Esto es evidente ya que los paradigmas implementados son
distintos. Por una parte, el algoritmo exacto nos garantiza la exploracién completa del espacio de
basqueda, mientras que un algoritmo metaheuristico pudiera reducir su tiempo de ejecucion visitando

solo ciertas areas.

La Figura 4.2 muestra el tiempo de ejecuciéon de ambos algoritmos. La grafica indica para cada
instancia del conjunto (abscisas), el tiempo de cémputo en segundos que le tomé para concluir la
basqueda usando una escala log,, (ordenadas). En esta grafica se observa como la diferencia del
tiempo es menor para los grafos con menos nodos que para los grafos de mayor orden. Este efecto

se puede observar en las instancias mallabx8 y camino20.

Tiempo de ejecucion (Log10)
T
1
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Figura 4.2: Comparativa entre el algoritmo RP-ABC y BT-ABC respecto al tiempo de ejecucion sobre
el conjunto de grafos ordinarios.
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4.5.2 Resultados para grafos Harwell-Boeing

En la literatura especializada no se encuenta reportada ninguna cota sobre el conjunto Harwell-
Boeing para el problema de MABC. Tampoco los estudios tedricos existentes pueden determinar el

valor de la solucién 6ptima.

RP-ABC BT-ABC

Grafo n m den #y¢ T Bec  #¢'-prom T-prom Be Be-prom  desv  dif
pores 1 30 103 0.23 719525 10.35 7 45705.48 0.33 7 7.00 0.00 0
ibm32 32 90 0.18 1026552013 — *9 47288.03 0.49 9 9.00 0.00 0
bcspwr01 39 46 0.06 2188645742 — *x9 51572.16 0.22 5 5.00 0.00 4
bcsstk01 48 176 0.15 494368750 — * 16 51254.00 0.82 12 12.00 0.00 4
bcspwr02 49 59 0.05 3062428 — * 14 50624.68 0.26 7 7.00 0.00 7
curtisb4 54 124 0.08 2168 — * 18 34369.48 0.36 8 8.74 0.86 10
will57 57 127 0.08 20170264 — * 18 52192.03 0.47 6 6.00 0.00 12
impcol b 59 281 0.16 75056537 — * 23 49217.00 141 17 17.00 0.00 6
ash85 85 219 0.06 153 — * 34 54126.35 1.27 9 9.71 0.46 25
nos4 100 247 0.05 95766189 — * 39 56940.19 1.59 10 10.00 0.00 29
dwt 234 117 162 0.02 40132 — * 37 61831.65 1.34 12 16.10 166 25
bcspwr03 118 179 0.02 2726 — * 41 58391.16 1.29 11 15.10 262 30
‘besstk06 420 3720 0.04 264054 — %102 4942026 37.13 108 109.00 0.68 84
bcsstk07 420 3720 0.04 264054 — * 192 49933.29 40.28 108 10958 0.81 84
impcol d 425 1267 0.01 37637 — *x 181 7229419 19.21 39 56.23 1497 142
can_445 445 1682 0.01 5576 — * 192  48620.68 19.67 48 1290.45 40.56 144
494 bus 494 586 0.00 93047 — * 197 85572.39 16.40 56 62.13 443 141
dwt 503 503 2762 0.03 17762 — *x 224 52487.87 32.50 46 114.10 5435 178
sherman4 546 1341 0.01 201675 — * 217 64709.00 26.25 29 57.77 47.66 188
dwt 592 592 2256 0.02 33114 — * 252 5507226 33.09 33 91.97 79.94 219
662 bus 662 906 0.01 477171 — * 246 86893.35 29.53 83 90.03 5.37 163
nos6 675 1290 0.01 483807 — *x 241 58089.42 25.38 23 93.00 70.25 218
685 bus 685 1282 0.01 164991 — * 282 74216.32  30.50 77 101.77 10.48 205
can_715 715 2975 0.03 100034 — * 312 59603.00 51.96 60 70.23 19.53 252
Promedio 162772064.54 12470 57101.01 1549 3429 50.33 14.77

Tabla 4.6: Resultados obtenidos por los algoritmos RP-ABC y BT-ABC sobre el conjunto Harwell
Boeing.

Los resultados obtenidos con estos grafos se aprecian en la Tabla 4.6. RP-ABC solo pudo resolver
la instancia pores 1, la cual es de orden n = 30. Para el resto del conjunto que podria estar a su

alcance (n < 40), se quedé a maximo cuatro unidades de la mejor solucién encontrada por el
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algoritmo metaheuristico.

En el caso de BT-ABC la calidad de las soluciones encontradas es mayor. Sin embargo, para los
grafos del subconjunto HBg y algunos del HBp se observa una desviacién estandar diferente de cero.
Aqui se presento el tiempo promedio de ejecucion del algoritmo mas largo de toda la experimentacién,

que fue de T-prom = 51.96 en la instancia can_ 715.

En la Figura 4.2 se contrasta la calidad de las soluciones encontradas por los algoritmos RP-ABC
y BT-ABC. La grafica muestra en el eje de las ordenadas el mejor valor del B¢ encontrado, mientras
que en el eje de la abscisas se indica a que instancia corresponde. Claramente se observa que la
exploracién que realiz6 RP-ABC no fue suficiente para encontrar soluciones de igual o mejor calidad
que las encontradas por BT-ABC. Conforme crece el valor de n y m en los grafos la diferencia entre

los valores del By es mas grande.
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Figura 4.3: Comparativa entre el algoritmo RP-ABC y BT-ABC respecto a la calidad de solucién
encontrada sobre el conjunto Harwell Boeing.
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4.5.3 Resultados para grafos aleatorios

Con los estudios teéricos analizados hasta el momento sobre el problema de MABC, no se ha

encontrado ninguna férmula que ayude a calcular el limite inferior de estos grafos. Sin embargo, en

los resultados que se muestran en la Tabla 4.7 se indican algunas soluciones éptimas encontradas.

RP-ABC BT-ABC

Grafo n m den # T Be  #¢'-prom T-prom Bg Bg-prom desv  dif
rnd20-100-5 20 52 0.27 1345278 7.72 6 44699.65 0.25 6 6.00 000 O
rnd20-1000-10 20 96 0.50 2407146 23.81 8 14196.77 0.22 8 800 000 O
rnd20-1000-15 20 146 0.76 26 0 9 4181.10 0.13 9 9.00 000 O
rnd20-1000-5 20 62 0.32 1930927 13.77 7 43790.87 0.32 7 700 000 O
rnd25-100-5 25 58 0.19 13463789 11370 6 4652010 024 6 600 000 O
rnd25-1000-10 25 124 0.41 93511158 1836.24 10 45132.10 0.93 10 10.00 000 O
rnd25-1000-15 25 185 0.61 3433711 79.80 11 42374.00 1.87 11 11.00 000 ©
rnd25-1000-5 25 53 0.17 2276856 14.36 6 46795.35 0.21 6 6.00 000 O
'rnd30-100-5 30 72 0.16 2934189571 3958296 8 4708568 038 8 800 000 O
rnd30-1000-10 30 140 0.32 136178 — * 11  45434.52 0.97 11 11.00 000 O
rnd30-1000-15 30 216 0.49 19074053 601.79 12 45194.39 2.06 12 12.84 0.37 0
rnd30-1000-5 30 71 0.16 9221187860 117186.81 8 47280.00 0.34 8 8.00 000 O
'rnd35-100-5 35 86 0.14 1350820607 — 9 4824142 046 9 900 000 0
rnd35-1000-10 35 171 0.28 275642461 — * 12 46429.39 0.99 12 1200 000 ©
rnd35-1000-15 35 260 0.43 156971419 11322.92 14 46346.00 2.06 14 1417 046 O
rnd35-1000-5 35 95 0.16 204724692 — * 10  48242.06 0.52 9 9.00 000 1
'rnd40-100-5 40 109 0.14 690061231 — »12 4892055 060 11  11.00 000 1
rnd40-1000-10 40 204 0.26 40874091 — * 15  45577.13 1.36 14 1452 051 1
rnd40-1000-15 40 300 0.38 6274213 — * 16  46102.52 2.23 16 1629 046 O
rnd40-1000-5 40 99 0.12 223905339 — +x 13  48264.48 0.56 11 11.23 0.43 2
Promedio 762111984.80 8.75 42540.40 0.84 9.90 10.00 0.09

Tabla 4.7: Resultados obtenidos por los algoritmos RP-ABC y BT-ABC sobre el conjunto de grafos
aleatorios.

En la experimentacién con este conjunto RP-ABC resolvié mas del 60 % de estas instancias en
un tiempo menor a 11 horas, a excepcién de rnd30-1000-5. Estos grafos resueltos son de orden
n < 30 en su mayoria. Por otra parte, para aquellos en donde no se pudo explorar todo el espacio

de basqueda la calidad de la solucién es cercana a la encontrada por BT-ABC, con una diferencia
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maxima de dos unidades. Esto pudiera indicar que las soluciones encontradas por BT-ABC estan
muy cercanas al 6ptimo.

BT-ABC pudo igualar las cotas encontradas por el algoritmo exacto, y mejorar 4 de las instancias
donde RP-ABC no pudo explorar todo el espacio de biasqueda. Para este conjunto se vuelve a
presentar una consistencia en el proceso de busqueda, ya que en la mayoria de los casos se cuenta
con una desviacién estandar desv = 0.0.

Se presenta de manera grafica una comparativa de los enfoques propuestos en la Figura 4.4,
indicando la calidad de la soluciones encontradas. En esta imagen se puede ver que para el 80 % de
los casos ambos algoritmos encuentran una solucién con el mismo valor de B¢, incluso aunque en
el enfoque exacto no se haya explorado todo el espacio de busqueda. Para el otro 20 %, la calidad

de las soluciones son muy cercanas, a una diferencia maxima de dos unidades.

Ancho de banda ciclico

Instancias

Figura 4.4: Comparativa entre el algoritmo RP-ABC y BT-ABC respecto a la calidad de solucién
encontrada sobre el conjunto de grafos aleatorios.
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4.5.4 Resultados para arboles

Este conjunto de prueba fue resuelto tnicamente con BT-ABC debido al tamafio de las instancias.
En los conjuntos anteriores se observé que el enfoque exacto por lo general solo completa la basqueda
cuando el grafo es de orden n < 35. El limite inferior tedrico de estas instancias se calculé mediante
las ecuaciones descritas en la Seccién 2.3.2. Cabe mencionar que en la Tabla 4.8 de resultados, la
columna d representa el diametro del grafo y la columna r su radio.

Los resultados muestran que en mas de un 64 % de las instancias, el algoritmo encuentra la
solucion 6ptima, y en la mayoria de esos casos con una desviacion estandar cercana a cero. En las
instancias donde no se llegé al valor minimo, se tuvo una diferencia no mayor a cinco unidades. Lo

que indica que la basqueda se encuentra muy cerca de la solucién 6ptima.

BT-ABC
Grafo n m den d r Begx #¢'-prom  T-prom Bc  Bg-prom  desv dif
arbol3-1 13 12 0.15 4 2 3 42354.16 0.06 3 3.00 0.00 0
arbol3-2 40 39 005 6 3 7 48569.81 0.18 7 7.00 0.00 0
arbol3-3 121 120 0.01 8 4 15 54253.52 0.86 16 16.00 0.00 -1
arbol3-4 364 363 0.00 10 5 37 65603.55 5.98 39 39.48 051 -2

arbolal 21 20 009 4 2 5 4463948 009 5 500 0.0
arbold-2 85 84 002 6 3 14 5150652 053 14 1448 051
arbold-3 341 340 000 8 4 43 6499155 544 45 4500 000 -2
Carbol-1 31 30 006 4 2 8 4479835 013 8 800 000 O
arbol5-2 156 155 001 6 3 26 5499152 144 26 2684 037
8 4 98 7336403 2415 103 10345 051 -5

arbol6-1 43 42 004 4 2 11 46057.55 0.27 11 11.00 0.00 0
arbol6-2 259 258 0.00 6 3 43 60973.19 3.61 44 44.00 0.00 -1

47578.52 0.50 18 18.00 0.00
Promedio 53344.89 311 2521 25.38 0.14
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Tabla 4.8: Resultados obtenidos por el algoritmo BT-ABC sobre el conjunto de arboles.

Otro punto a resaltar es el poco tiempo de ejecuciéon que necesita el algoritmo para encontrar

una buena solucién, pues en el caso del grafo de mayor orden (n = 781) tardé un promedio de 24.15
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segundos.

En la Figura 4.5 se muestra una comparativa del limite inferior teérico calculado y la mejor
solucion encontrada por BT-ABC. En ella podemos apreciar que en muchos casos el valor de B¢

encontrado corresponde al calculo realizado, y en los arboles donde no se cumple esto la diferencia

es minima.
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Figura 4.5: Comparativa entre la calidad de solucién encontrada por el algoritmo BT-ABC y el limite
inferior teérico sobre el conjunto de arboles.

4.6 Discusion de resultados

Con la informacién obtenida en la etapa de experimentacién final, se presenta a continuacién una

discusién de resultados, la cual esta organizada y detallada por conjuntos de prueba.
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4.6.1 Conjunto de grafos ordinarios

Para este conjunto, RP-ABC no fue capaz de resolver los grafos de orden n > 35, debido a que
el espacio de busqueda crece de manera factorial respecto al nimero de nodos lo que impacta de
manera directa a este enfoque. Otro aspecto que influye es el grado de los nodos, ya que en este
algoritmo la estrategia de asignacion construye una matriz de costos con los adyacentes a la solucién
parcial. Por lo tanto, si se cuenta con nodos de grado alto se formaran matrices grandes, lo que se

traduce en mas tiempo de ejecucion.

En el caso de BT-ABC, se pudo resolver con facilidad este conjunto de pruebas gracias a las
funciones de vecindad que implementa, las cuales buscan reducir el Bo (v, ¢) de los nodos criticos
evitando en lo posible las soluciones de igual o peor calidad. De esta manera se redujo la cantidad
de soluciones a probar y se disminuy6 el tiempo de ejecucion del algoritmo para todas las instancias

de este conjunto, contrastado con el enfoque exacto.

4.6.2 Conjunto de grafos Harwell-Boeing

El algoritmo RP-ABC solo pudo resolver una instancia de este conjunto. Esto fue debido al
tamafio y al grado de los nodos presentes en estos grafos, tal como se explicé para el conjunto de

grafos ordinarios.

Para todo el subconjunto H By, se obtuvo una desviacién estandar lejos de cero por parte del
algoritmo BT-ABC. Lo anterior indica una variabilidad en la calidad de las soluciones entregadas
por dicho algoritmo. Uno de los aspectos que influyeron fue el tamafio de los grafos, ya que en
este subconjunto las instancias son de orden n > 420 y probablemente el nimero de iteraciones en

general no fue suficiente para realizar una buena exploracién en el conjunto de soluciones.
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4.6.3 Conjunto de grafos aleatorios

En los resultados sobre este conjunto se observa que RP-ABC fue capaz de resolver de manera
exacta el 60 % de las instancias. Y respecto al resto del conjunto (el 40 %) la calidad de las soluciones
es similar a la encontrada por el algoritmo BT-ABC. Tal similitud indica que se encuentran soluciones
de buena calidad desde las primeras permutaciones probadas en el espacio de busqueda. Ademas,
esto se presenta gracias a la variedad de soluciones que cuentan con el mismo ancho de banda ciclico.

Ya que este conjunto esta formado por grafos de orden n < 40, nuevamente en los resultados de

BT-ABC se muestra una desviacién estandar que tiende a cero.

4.6.4 Conjunto de arboles

Al resolver este conjunto de prueba utilizando el algoritmo BT-ABC, se observé que en un 64 %
de las instancias este pudo encontrar una solucién con un ancho de banda ciclico B¢ (G, ¢) igual al
limite inferior teérico calculado. A los arboles que contaban con un nimero de nodos n > 121 no
se les pudo encontrar una solucién similiar a la cota inferior. Por lo tanto, se puede concluir que la
sintonizacion que se realizé del algoritmo BT-ABC permite encontrar la solucién 6ptima para arboles

de orden n < 73.

Resumen del capitulo

En este capitulo se presentaron los diferentes conjuntos de instancias utilizados en la etapa
experimentacién, describiendo cémo se formaron o de dénde se obtuvieron. También, se establecieron
las métricas utilizadas para contrastar los resultados obtenidos.

Una vez descritos los algoritmos en el capitulo anterior y aclarados las condiciones experimentales,
se efectué una etapa de sintonizacién de parametros para obtener la mejor combinacién de valores

y lograr un mejor desempefio del algoritmo BT-ABC. Lo anterior se llevé acabo mediante el uso de
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un arreglo de cobertura, el cual establece las pruebas suficientes para lograr este fin.

Por altimo se presentaron los resultados de la experimentacion final con los cuatro conjuntos de
prueba descritos. Para el analisis de los resultados se utilizaron tablas y graficas con el objetivo de
dejar en claro el comportamiento de ambos enfoques sobre las instancias.

En el siguiente capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis, analizando los
resultados obtenidos por las dos propuestas de solucion. Ademas, se abordaran algunas posibilidades

de trabajo futuro.






Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo principal planteado para este trabajo de tesis (establecido en la Seccién 1.3) fue
cumplido satisfactoriamente. Se presentaron dos algoritmos que resuelven el problema de MABC para
grafos generales. El primero fue un algoritmo de tipo exacto basado en la técnica de ramificacién
y poda, llamado RP-ABC. Su descripcién fue dividida contemplando tres de sus componentes: la
estrategia de ramificacion, asignacion y retroceso. La segunda propuesta fue un algoritmo de basqueda
tabi nombrado BT-ABC, que se encuentra en el grupo de las metaheuristicas. De este enfoque
también se presentaron sus componentes principales que son: solucién inicial, funcién de vecindad,

lista de nodos aspirantes, funcién de diversificacién, lista taba y criterio de paro.

Para poder desarrollar estas propuestas fue necesario hacer un estudio del problema en cuestién,
asi como de otros problemas de etiquetado de grafos. De esta manera se pudieron crear componentes
a la medida para realizar una basqueda que encontrara soluciones de buena calidad. Ademas, se
utiliz6 una técnica basada en pruebas de interaccién combinatoria que mediante el uso de arreglos de

cobertura ayudé a sintonizar los parametros del algoritmo BT-ABC. Por altimo se llevé a cabo una

69
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etapa de experimentacion donde se pusieron a prueba ambos algoritmos utilizando cuatro conjuntos
de instancias.
Enseguida se mencionaran las conclusiones a las que se llegaron analizando los componentes de

los algoritmos, los conjuntos de instancias y los resultados obtenidos en la experimentacién.

5.1 Conclusiones

Con los resultados obtenidos se concluye que los algoritmos de Ramificacién y Poda (RP-ABC)
y Basqueda Taba (BT-ABC) implementados en esta tesis son propuestas factibles para solucionar el
problema de MABC en grafos generales. Por lo anterior, esta investigaciéon ha aportado dos nuevos
algoritmos al estado del arte de este problema combinatorio.

Para un conjunto total de 78 grafos: 20 grafos ordinarios, 24 instancias del conjunto Harwell-
Boeing, 20 grafos aleatorios y 14 arboles, se han establecido nuevas cotas para este problema. Para
un total de 42 grafos (53.84 %) se ha encontrado una solucién éptima mientras que para 36 grafos
(46.15 %) se encontraron soluciones cercanas a las 6ptimas.

El algoritmo RP-ABC en general pudo resolver instancias con n < 35 nodos para tres conjuntos
de prueba, utilizando como maximo 3 horas de ejecucién. La estrategia de asignacion ayudé a realizar
podas prematuras en el proceso de busqueda, lo que redujo la cantidad de soluciones a probar y por
lo tanto solucionar instancias de mayor orden. Gracias a esto, solo se dejé inconclusa la busqueda en
14 instancias de las que se concideraban que estaban a su alcance resolver (de n < 35).

Los resultados obtenidos por el algoritmo BT-ABC muestran su rapidez de biasqueda, tardando
como maximo un promedio de 51.96 segundos. La funcién de vecidad N, que implementa un
mecanismo especial de reparacién de nodos criticos, y la funcién de diversificaciéon Dy que permuta
los nodos mejor etiquetados mostraron un buen desempefio en la etapa de sintonizacién. Por este
motivo formaron parte de la experimentacion final. BT-ABC pudo igualar los resultados obtenidos

por el enfoque exacto, y en un 46.87 % de las instancias logré mejorarlos.
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5.2 Trabajo futuro

A pesar de que en un inicio los objetivos pariculares fueron pensados para el desarrollo de un par
de algoritmos que tuvieran un buen rendimiento, en el proceso se identificaron ciertos puntos que
pueden ser mejorados. Esto brinda la oportunidad de seguir trabajando con la investigacién realizada.

Para el algoritmo RP-ABC se propone lo siguiente. En la estrategia de asignacién se mencion6
que el método Hangaro ayuda a resolver el problema de asignar las etiquetas disponibles en los nodos
sin etiquetas. Sin embargo, la propuesta desarrollada no contempla si existe alguna relacién (arco)
entre los nodos de ese mismo conjunto. Hacer este calculo podria cambiar los valores de la matriz
de costos, permitiendo hacer cortes tempranos en el proceso de bisqueda y de esta manera reducir
el tiempo de ejecucién. Otro aspecto que podria modificarse en esta propuesta es el incorporar un
enfoque estocastico en la calculo de la matriz de costos, lo que reduciria el tiempo de ejecucién
permitiendo resolver instancias con mas nodos.

Ya que BT-ABC mostré una gran rapidez en la etapa de experimentacién, tardando como maximo
51.96 segundos en el caso de prueba mas grande. Este enfoque de solucién propuesto puede ser
utilizado como un operador de busqueda local dentro de un algoritmo maés sofisticado, como por
ejemplo un algoritmo memético.

Para los dos algoritmos presentados en esta tesis existe también la posibilidad de hacer ciertas
adaptaciones y cambiar de un paradigma secuencial a paralelo. Con este cambio se podrian resolver

grafos con un namero mayor de nodos o reducir los tiempos de cémputo de manera significativa.
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